MULTIDISCIPLINARY SCIENTIFIC JOURNAL ~ REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR NUCLEO DO

0 ) NUCLEO D () CcONHECIMENTO ISSN: 2448-0959

https://www.nucleodoconhecimento.com.br

ANALISE E DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA ASSIMETRIA
MATRICIAL E DO TEOREMA DA ASSIMETRIA SELETIVA, DOIS
RESULTADOS INEDITOS SOBRE O ESPACO VETORIAL DAS
MATRIZES

ARTIGO ORIGINAL

ARANTES, Gabriel Costa Vieiral, LELIS, Barbara Costa?, POTIGUARA, Camila
Goncalves®, ARANTES, Jodo Marcos Silva*, SOUZA, Lethicia Pires de®, OLIVEIRA
JUNIOR, Vilmar de®, LOPES, Yasmin Moreira’

ARANTES, Gabriel Costa Vieira. Et al. Analise e demonstracdo do teorema da
assimetria matricial e do teorema da assimetria seletiva, dois resultados
inéditos sobre o espacgo vetorial das matrizes. Revista Cientifica Multidisciplinar
Nucleo do Conhecimento. Ano. 07, Ed. 08, Vol. 03, pp. 58-77. Agosto de 2022. ISSN:
2448-0959, Link de acesso:

https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/teorema, DOI:

10.32749/nucleodoconhecimento.com.br/matematica/teorema
RESUMO

O presente estudo relata dois teoremas inéditos sobre o espaco vetorial das matrizes,
descobertos a partir da seguinte situacao problema: duas matrizes retangulares A e
B, onde o numero de colunas da matriz A € igual ao numero de linhas da matriz B,
solicita-se a obtencdo do produto matricial AXxB e, posteriormente, o célculo do
determinante deste produto, denotado por det(AxB), sempre que isto for possivel. Por
conseguinte, notou-se que o resultado do determinante do produto matricial AxB,
denotado por det(AxB), era invariavelmente nulo, em algumas condicfes. Levantou-
se, entdo, a hipétese de que tal padréo poderia se manter para matrizes com ordens
maiores, 0o que resultou no Teorema da Assimetria Matricial e no Teorema da
Assimetria Seletiva. Desta forma, tem-se como objetivo analisar e demonstrar esses
dois teoremas inéditos da Matematica sobre o espaco vetorial das matrizes,
investigando os seus corolarios e suas aplicacfes. Para isso, adotou-se o método
dedutivo, através do levantamento de hipoteses, com a finalidade de demonstrar os
teoremas desenvolvidos. Como resultados, apresenta-se o Teorema 1, denominado
Teorema da Assimetria Matricial, onde, dadas duas matrizes retangulares A(mxn) e
B(nxm) de ordens opostas, com m > n, tem-se det(AxB) = 0, independentemente de
guais elementos estdo dispostos nestas matrizes. A partir do Teorema 1, foram
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desvendados onze corolérios de fundamental importancia, reforcando a amplitude e a
generalidade da sua proposi¢ao. Ja o Teorema 2, denominado Teorema da Assimetria
Seletiva, nos mostra que, considerando novamente duas matrizes retangulares
A(mxn) e B(hxm) de ordens opostas, porém com m < n, ndo necessariamente se
obtém det(AxB) = 0. Isto demonstra uma certa seletividade no nucleo do operador
det(AxB), de acordo com as condi¢Oes descritas, que se torna evidente a partir da
comparacao do caso onde m > n (Teorema 1) com o caso onde m < n (Teorema 2).
Por fim, deixa-se, também, em aberto, uma hip6tese, que, caso seja validada em
estudos posteriores, certamente ira resultar em mais uma propriedade interessante
do espaco vetorial das matrizes. Trata-se da Hipétese da Multiplicidade Algébrica.

Palavras-chave: Teorema da Assimetria Matricial, Teorema da Assimetria Seletiva,

Matrizes.
INTRODUCAO

Durante o ano letivo de 2021, no instituto educacional Colégio JR, localizado na cidade
de Goiania/GO, o orientador Gabriel Arantes ministrava aulas da disciplina de
Matematica para a turma da 22 Série do Ensino Médio, cumprindo o conteudo
programatico sobre matrizes. Juntamente com os demais autores, atentaram-se a um

padrao matematico intrinseco ao espaco vetorial das matrizes.

Sendo assim, o levantamento das hipéteses se iniciou a partir do seguinte problema,
aparentemente trivial: dadas duas matrizes retangulares A e B, onde o niumero de
colunas da matriz A é igual ao numero de linhas da matriz B, solicita-se a obtencéo
do produto matricial AXB e, posteriormente, o calculo do determinante deste produto,

denotado por det(AxB), sempre que isto for possivel.

Durante as referidas aulas, o orientador caracterizou o problema proposto a partir de
exemplos, empregando matrizes retangulares com ordens menores, a fim de explorar

o problema desde os seus desafios mais simples.

Vale ressaltar que, ao longo deste artigo, a ordem de uma matriz sera representada

no formato A(mxn), onde “m” representa o numero de linhas e
de colunas da matriz A (LIMA, 1996).

representaon umero
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Nesse contexto, de acordo com a descricao do problema proposto, fica claro que
somente é possivel obter det(AxB) se o numero de linhas da matriz A for igual ao
ndamero de colunas da matriz B (LANG, 1971).

Deste modo, o padrdo mateméatico comecou a se tornar evidente a partir do momento
em que, durante a exemplificagdo do problema proposto, foram empregadas matrizes
do tipo A(3x2) e B(2x3), com a condi¢cdo de que o numero de linhas da matriz A deveria
ser maior do que o seu numero de colunas, enquanto a ordem da matriz B deveria ser
0 contrario da ordem da matriz A. Por conseguinte, notou-se que o resultado do
determinante do produto matricial AxB, denotado por det(AxB), era invariavelmente
nulo, nas condi¢cdes descritas anteriormente. Ademais, em todos os exemplos
explorados, este resultado se mostrou independente dos elementos escolhidos nas
linhas e colunas das matrizes A e B. Destarte, levantou-se a hipotese de que tal
padrdo poderia se manter para matrizes com ordens maiores. Obteve-se, entdo, uma
hipotese generalizada, que, no presente artigo, € devidamente demonstrada, dando
origem ao Teorema 1: sejam A(mxn) e B(nxm) matrizes retangulares tais que m > n,
entdo tem-se det(AxB) = 0. Este teorema sera denominado Teorema da Assimetria
Matricial. O motivo desta denominacdo se tornara evidente ao longo do

desenvolvimento deste artigo.

Desta forma, tem-se como objetivo analisar e demonstrar esses dois teoremas
inéditos da Matematica sobre o espaco vetorial das matrizes, investigando os seus

corolarios e suas aplicacdes.

Para isso, foi utilizado o método dedutivo, através do levantamento de hipéteses, com
a finalidade de demonstrar o Teorema da Assimetria Matricial (Teorema 1) como um
resultado inédito, que foi fundamentado em um padrdo matemaético relacionado ao

espaco vetorial das matrizes.

E de conhecimento geral, no meio cientifico, que todo teorema matematico possui
limitacdes. No teorema em questdo, deve-se atentar a apenas uma limitacdo, que diz
respeito a relacdo entre as ordens das matrizes, fato que o torna um teorema forte,
isto é, um teorema amplo, com poucas restricoes.
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Ademais, cumpre ressaltar que o estudo analitico do Teorema da Assimetria Matricial
ird nos fornecer diversos corolarios, que, por sua vez, sdo consequéncias diretas do

resultado que serd demonstrado neste teorema.

Unindo o Teorema da Assimetria Matricial com seus corolérios, objetiva-se identificar
diversas aplicacfes praticas, que deverdo confirmar a aplicabilidade dos resultados
tedricos obtidos, ao longo do desenvolvimento do artigo.

Um corolario € uma consequéncia direta de uma proposi¢cdo mais ampla, que ja foi
demonstrada (LIMA, 1996). Isto posto, € notério que, a partir de um teorema, quanto
mais corolarios forem desvendados, mais forte este teorema sera, tornando-o mais

amplo e mais aplicavel em diversos campos da Matematica (BOLDRINI et al., 1980).

O Teorema da Assimetria Matricial apresenta onze corolarios distintos, no entanto,
relacionados, pois derivam de uma mesma proposicéo. Ao final do desenvolvimento
deste artigo, a fim de concretizar e aprofundar o significado holistico por tras do
Teorema da Assimetria Matricial, demonstra-se um segundo teorema, igualmente

importante e intrigante, denominado Teorema da Assimetria Seletiva (Teorema 2).

Ao final, os autores deixam, também, uma hipotese em aberto, que certamente
produzira frutos formidaveis com futuras demonstracdes, devido ao grande impacto

do seu enunciado. Trata-se da Hipdtese da Multiplicidade Algébrica.

DESENVOLVIMENTO

Teorema 1 (Teorema da Assimetria Matricial): Sejam A(mxn) e B(nxm) duas matrizes

retangulares quaisquer, tais que m > n. Deste modo, tem-se det(AxB) = 0

Demonstracdo: Sejam A(mxn) e B(nxm) duas matrizes retangulares quaisquer, tais

gue m > n. De modo genérico, elas podem ser representadas da seguinte maneira:
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dij; - din
Amxn)=|( ¢ =~ :
dmi - dmn
I::"ll blm
Bnxm)=| : :
bnl bnm

Isto posto, o produto AxB resultard em uma matriz quadrada C de ordem mxm tal que

€11 Cim
AXxB=CmXm)= = (Cij)m}:m
Cmi " Cmm
Agora, note que:
Il
C11 = ag;byg +ag5byy + -+ agpby; = Z a1y byy
k=1
n
Cim = a11]311'11 + alzbzm + ot El11'1]31'111:1 = a11{'3'1cm
k=1
n
Cm1 = amlbll + El1112]321 + -+ amnbnl = Z amkbkl

-+ amnbnm = Z amkbkm

Cmm = amlblm + ﬂmzbzm + -
k=1
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Sendo assim, a matriz C(mxm) = AxB pode ser representada, de modo geral, como:

Z kb Z a1kPxm
C{m X m) = : : = (Z aikhk]-)
mx

Zamkbkl Zamkbkm

1<i<me1<j<mrepresentam, respectivamente, a linha e a coluna da matriz

: Cij . : .
C(mxm) onde determinado elemento ! esta localizado. Note que os indices dos

somatorios foram omitidos, pois todos eles estdo indexados de k =1 até n € N.

Agora, queremos provar que det(C) = det(AxB) = 0. Para isso, devemos mostrar que
existem duas linhas da matriz C(mxm) que sao linearmente dependentes entre si.
Neste caso, utilizaremos a m-ésima linha e a primeira linha da matriz C(mxm) para tal
finalidade. Em suma, basta mostrar que existe uma combinacéo linear nula entre o
somatorio dos elementos da m-ésima linha e o somatorio dos elementos da primeira
linha da matriz C(mxm). Algebricamente, isto significa que devem existir dois

coeficientes reais a e B tais que:

Z Cmj — BZ C1j =

j=1

Portanto, vamos as vias de fato. Primeiramente, note que:
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nm

ij = Z amkbkj

k=1

n
Cij = z a1xby;
k=1

Entdo, escolhendo os coeficientes reais adequados

n

o = ZalkE R
k=1
n

B = ZamkE]R
k=1

Obtemos a combinacéo linear nula desejada:
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m 1
« ), cmi =B ), =
j=1 j=1
n m n m
= D ) Gmy= ) ame ) oy =
k=1 = k=1 =1
n 1L n n Im n
=D ) D dwibig = ) ame ) ) awbig=
k=1 mik=1 jrems S e g
n m n n 1Tl n
=D, 0D b= ) D ) amcubig =
k=1j=1 k=1 k=1§=1 k=1
n 1 n n 1Tl Il
= Z Z AxAmkPKj — Z Z a1xAmkbxkj =
k=1i=1 k=1 k=1im1 =l

j=1 k=1k=1 ji=1 k=1k=1
m n n n n m
S (29 RIRHENE 35 SRR ) WRY.
ji=1 \k=1k=1 k=1k=1 j=1

Portanto, tem-se de fato que det(C) = det(AxB) = 0. m

Corolario 1: Se uma matriz quadrada C(mxm) pode ser decomposta como o produto
de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) tais que m > n, entdo a matriz C(mxm)

nao é inversivel.

Demonstracdo: Pelo Teorema 1, se C(mxm) = AxB onde A(mxn) e B(nxm) séo
matrizes retangulares, com m > n, entdo det(AxB) = det(C) = 0. Por definicdo, se uma

matriz quadrada C(mxm) possui determinante nulo, entdo ela ndo admite inversa. m
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Al = {(A.B) € MxM | A(mxn) e B(nxm)}
Corolério 2: Dados m e n naturais, seja

um subespaco vetorial de MxM, onde M € o espaco vetorial das matrizes. Definimos

o funcional

Aol — R tal que A(A.B) = det(AxB) B _ . _
. Ent&o, o conjunto S definido a seguir

€ um subespaco vetorial do nucleo deste funcional, denotado por ker(A):

= {(A,B) € A | m>n} < ker(A)

Demonstracéo: Seja M o espaco vetorial das matrizes. Dados m, n € N, definimos o
funcional

A oA — F tal que A(AB)=det(AxB), onde .#= {(A.B) € MxM | A(mxn) e B(nxm)}

€ um subespaco vetorial de MxM. Por definicdo, o nucleo deste funcional € dado pelo

conjunto:

ker(A)= {(A.B) € . | A(A.B)=0!}

Portanto, qualquer subconjunto de ker(A\) cujos elementos sédo solugbes da equagao

NA(A,B) = 0 sera um subespaco vetorial do mesmo. Deste modo, tem-se:

A(A,B) = 0
det(AxB) =0

Pelo Teorema 1, sabemos que todos os pares de matrizes (A,B) € M tais que m > n
constituem solugdes da equagao A(A,B) = det(AxB) = 0. Isto posto, podemos concluir
gue o conjunto S ={(A,B) € M | m > n} € um subespaco vetorial de ker(A). m

Corolario 3: Dados m e n naturais, seja Al = {(A.B)E | A(mxn) e B(nxm)j
um subespaco vetorial de MxM, onde M é o espaco vetorial das matrizes. Entéo, o

funcional

A il — F definido por A(A.B) = det(AxB) &0 & bilinear
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Demonstragéo: Dados m e n naturais, seja

A= {(AB) € MxM | A(m> B(nxm)}
(AB) | A(mxn) e B )i um subespaco vetorial de MxM, onde

M é o espaco vetorial das matrizes. Entdo, tomamos o funcional

At A — R definido por A(A,B) = CIEtli‘ﬂ"‘KE'}Dado hER, verifica-se facilmente

A(LAB) =det((AA)XB) = det(A(AXB)) = Am.det(AXB) .
que , pois AxB = C(mxm).

Portanto, conclui-se que nao ocorre

A(ALAB) = im det(AxB) = L.det(AxB) = L.A(AB)
para todo par (AB) € M.

Interpretando o resultado do Coroléario 2, este fato se torna evidente, pois devem existir

pares de matrizes{A‘B]EkeﬂA} tais que det(ﬂ,B};D.’ 0 gque implica em

}bm.det{AxB);-il.det{AxB}’ isto &, AAAB) £ l.r"x{A,E)_ Por conseguinte, tal

constatacao fere a definicdo de funcional bilinear. m

Corolario 4: Se uma matriz quadrada C(mxm) pode ser decomposta como o produto
de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) tais que m > n, entdo a matriz C(mxm)

pode admitir maltiplas decomposic¢des do tipo LU.

Demonstracdo: Dados m, n € N, com m > n, escolhemos duas matrizes retangulares
A(mxn) e B(nxm) tais que AxB = C(mxm) € uma matriz quadrada. Pelo Teorema 1,
sabemos que det(C) = 0, nestas condicbes. Sabe-se que, se uma matriz quadrada
possui determinante ndo-nulo, entdo ela admite uma Unica decomposicdo LU. De
acordo com a contrapositiva desta afirmacdo, a matriz C(mxm) em questdo pode

admitir mais de uma decomposicéo do tipo LU. =

Corolario 5: Seja C(mxm) uma matriz quadrada que pode ser decomposta como o
produto de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nhxm) tais que m > n. Seja C = LxU
uma possivel decomposicao LU desta matriz C(mxm). Entdo, a matriz L(mxm) ou a

matriz U(mxm) possuem linhas nulas.

Demonstracdo: Dados m, n € N, com m > n, escolhemos duas matrizes retangulares

A(mxn) e B(nxm) tais que AxB = C(mxm) é uma matriz quadrada. Pelo Teorema 1,

67
RC: 124207
Disponivel em: https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/teorema



https://www.nucleodoconhecimento.com.br/
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/teorema
https://www.nucleodoconhecimento.com.br
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-27.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-28.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-29.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-30.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-31.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-34.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-35.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-36.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-37.png

MULTIDISCIPLINARY SCIENTIFIC JOURNAL ~ REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR NUCLEO DO

0 ) NUCLEO D () CcONHECIMENTO ISSN: 2448-0959

https://www.nucleodoconhecimento.com.br

sabemos que det(C) = 0, nestas condi¢des. Pelo Corolario 4, sabemos também que a
matriz C(mxm) em quest&o admite pelo menos duas fatoragdes LU distintas. Em todas
elas, tem-se C = LxU, onde L(mxm) € uma matriz triangular inferior e U(mxm) € uma
matriz triangular superior. Pelo Teorema de Binet, se C = LxU, entdo det(C) = det(LxU)
= det(L).det(U). Como det(C) = 0, tem-se det(L).det(U) = 0. Isto significa que det(L) =
0 ou det(U) = 0. Se det(L) = 0, entdo a matriz L(mxm) possui pelo menos uma linha

nula. Se det(U) = 0, entdo a matriz U(mxm) possui pelo menos uma linha nula. m

Como exemplo ilustrativo deste Corolario 5, toma-se duas matrizes retangulares

A(3x2) e B(2x3) em particular, apresentadas a seguir.

-1 4
A(BX2) = ( 5 —?)
3 2

saxa-(2 3 )

O produto AxB = C(3x3) resulta na seguinte matriz quadrada:

4 5 28
C(3x3)=|-33 1 -62
—-26 13 0

Note que o determinante desta matriz C(3x3) é nulo. Veja:

4 5 28| 4 5
det(C)=1-33 1 —-62[-33 1 =0
—26 13 0 1-26 13
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Este resultado ja era esperado, de acordo com o que foi demonstrado no Teorema 1.
Portanto, de acordo com o Corolério 5, na decomposicdo LU desta matriz C(3x3),
certamente a matriz L(3x3) ou a matriz U(3x3) possuem pelo menos uma linha nula.

De fato, observe uma possivel decomposicdo LU da matriz C(3x3) a seguir.

1 0 0
4 5 28 =331 0 * 129 *°
C3x3)=(-33 1 -62 4 x|0 — 169 ]=LxU
—26 13 0 —-13 14 4
0 0 0
2 13

Donde, nesta decomposigéo, temos as matrizes L(3x3) e U(3x3) a seqguir:

1 0 0

33
L3x3)=| 4

~13 14

2 13
4 5 28
169

UBX3)=|0 —= 169

0 0 0

Observe que, conforme esperado de acordo com o Corolario 5, a matriz U(3x3) possui

uma linha nula, neste caso, a terceira linha.

Corolario 6: Seja C(mxm) uma matriz quadrada que pode ser decomposta como o
produto de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) tais que m > n. Entéo, a matriz

C(mxm) possui pelo menos um autovalor nulo A = 0.

Demonstracdo: Dados m, n € N, com m > n, escolhemos duas matrizes retangulares
A(mxn) e B(nxm) tais que AxB = C(mxm) é uma matriz quadrada. Pelo Teorema 1,
sabemos que det(C) = 0, nestas condi¢des. Isto significa que C(mxm) € uma matriz

69
RC: 124207
Disponivel em: https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/teorema



https://www.nucleodoconhecimento.com.br/
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/teorema
https://www.nucleodoconhecimento.com.br
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-43.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/08/Equacao-44.png

MULTIDISCIPLINARY SCIENTIFIC JOURNAL ~ REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR NUCLEO DO

0 4 NUCLEO D () CcONHECIMENTO ISSN: 2448-0959

https://www.nucleodoconhecimento.com.br

singular. Toda matriz singular possui pelo menos um autovalor nulo, Ak = 0. Isto se
deve ao fato de que o determinante de qualquer matriz quadrada C(mxm) de ordem

m € N ¢é igual ao produto dos seus m-autovalores, ou seja:

det(C)=[[Ac=rha(..)Apcom | =k <m.:
(€)= 1The= Mkl e Deste modo, se det(C) = 0, entéo

A= h1ha(..)hm = ,
11 (- JAm , donde pelo menos um dos autovalores Ak é nulo. m

Coroléario 7: Seja C(mxm) uma matriz quadrada que pode ser decomposta como o
produto de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) tais que m > n. Entdo, o

sistema homogéneo CX = 0 é possivel e indeterminado.

Demonstragédo: Dados m, n € N, com m > n, escolhemos duas matrizes retangulares
A(mxn) e B(nxm) tais que AxB = C(mxm) € uma matriz quadrada. Pelo Teorema 1,

-  X=(Xj)coml=i=m _
sabemos que det(C) = 0, nestas condic¢des. Seja uma matriz-

X1, X2, oeen X

coluna contendo m-variaveis reais de tal modo que X possui ordem

mx1, ou seja, X possui m linhas e uma coluna.

X1
X(mx1) =

Xllfl

Seja 0 (mx1) a matriz-coluna nula de ordem m € N.

OD(mx1) = U
0

Definimos, entéo, o sistema homogéneo representado pela equacédo matricial:
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CxX=0

Onde a matriz C(mxm) € a matriz dos coeficientes das m-variaveis reais

Xil. X2e vees Am . ) .
da matriz X(mx1). Tendo em vista que det(C) = 0, existem duas

possibilidades para o sistema homogéneo CX = 0, quais sejam: impossivel (auséncia
de solucdes) ou possivel e indeterminado (infinitas solugdes). Todo sistema
homogéneo admite pelo menos a solugdo trivial nula, donde se tem
X1=0,x2=0,...Xm=0_|sto ja descarta a possibilidade do sistema CX = 0 em
guestdo ser impossivel. Portanto, por exaustdo das possibilidades, o sistema

homogéneo CX = 0 é possivel e indeterminado. m

Corolario 8: Considere um sistema linear temporal de equacdes diferenciais ordinarias
2x2. Se a matriz quadrada dos coeficientes C(2x2) do sistema admitir uma
decomposicéo do tipo C = AxB tal que A(2x1) e B(1x2) sdo matrizes retangulares,
entdo o retrato de fase das solucdes x = x(t) e y = y(t) do sistema apresenta uma reta

de pontos de equilibrio (caso degenerado).

Demonstracéo: Considere o sistema linear S(2x2) de equacdes diferenciais ordinarias

a seguir, onde x = x(t) e y = y(t) sdo ambas funcdes dependentes do tempo.

X xib

— = ax + by
5(2 x 2)4 dt

& x+d

aw Y

Podemos transcrever este sistema na forma matricial da seguinte maneira:
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Onde C(2x2) é a matriz quadrada dos coeficientes do sistema S(2x2). Suponha que
esta matriz admita uma decomposicao do tipo C = AxB onde A(2x1) e B(1x2) sao
matrizes retangulares. Pelo Teorema 1, temos entdo que det(AxB) = det(C) = 0.

Consideremos agora o polinbmio caracteristico dessa matriz C(2x2) dado a seguir:

p(A) =22 —tr(C) - A + det(C)
Como det(C) =0 e tr(C) = a + d, segue que:
p(A)=2A?—(a+d)-A

As raizes do polinbmio caracteristico da matriz C(2x2) sao os seus autovalores:

p(d) =0

2—(a+d)-A=0
A-A—(a+d)] =0
A =0
A—(@a+d)=0
A =a+d=1tr(C)
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Conforme esperado, de acordo com o resultado do Corolario 6, a matriz C(2x2) em

questdo possui pelo menos um autovalor nulo A1 = 0. Vamos entdo analisar as

ha=a+d=tr(C).
possibilidades para o outro autovalor

(I) Se tr(C) = 0, ou seja, a = — d, tem-se Ax = Ge entdo o retrato de fase
formado pelas solugBes x = x(t) e y = y(t) apresentara uma reta de pontos de equilibrio

repulsores.

(1) Se tr(C) = 0, ou seja, a < —d, tem-se A2 < 0 e entdo o retrato de fase formado
pelas solucdes x = x(t) e y = y(t) apresentara uma reta de pontos de equilibrio

atratores.

() Se r(C)=0,ouseja,a=—d,tem-se 22=0¢ eneao o sistema S(2x2) de EDO

admite apenas as solucdes triviais x(t) = 0 e y(t) = 0, um caso também degenerado. m

Corolario 9 (Dependéncia Linear): Seja C(mxm) uma matriz quadrada que pode ser
decomposta como o produto de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) tais que

m > n. Entdo, a matriz C(mxm) possui linhas linearmente dependentes.

Demonstracédo: Dados m, n € N, com m > n, escolhnemos duas matrizes retangulares
A(mxn) e B(nxm) quaisquer, de modo que AxB = C(mxm) € uma matriz quadrada. Pelo
Teorema 1, sabemos que det(C) = 0, nestas condi¢des. Na prépria demonstracao do
Teorema 1, exibida anteriormente, este resultado deriva justamente do fato de que
existe uma combinacao linear nula entre a primeira linha e a m-ésima linha da matriz
C(mxm), tornando-as linearmente dependentes. m

C(2x2) = (aibyy)

Corolario 10: Seja uma matriz quadrada que pode ser decomposta

> = (a: 7 = (b
como o produto de duas matrizes retangulares A(2x1) = (air) e B(1x2) = (by)

donde se tem
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i, j € {1.2}.
Entdo, o autovalor nulo A = 0 da matriz C(2x2) possui multiplicidade

. a11b11 #—abia.
algébrica igual a 1 se, e somente se, ocorrer

Demonstragdo: Sejam as matrizes retangulares genéricas A(2x1) e B(1x2) abaixo:

saxn— ()
B(1x2)=(by; bys)

O produto matricial AxB resultara na matriz quadrada C(2x2) a seguir:

aji1bii 3111312)
AXB=C(2x2)= (
( ) = az by azbyy

Note que det(C) = 0, conforme esperado, de acordo com o Teorema 1. Vamos agora

determinar os autovalores da matriz C(2x2).

det(C—Al) =0

aiibir — A aiibio
as;byq az by — A

(aj1bg; — A)(azgbgy —A) —agbyraz by =0

2
ayibyiazibyy —agybyyA —asbypA + A% —agbysaz by =0

-0

A% — (aybyy +az1b32)A + (aggaz;byyby; —aggas,byybyy) =0
A% — (aggbyy +a1bi)A =0
A[A — (ag1byg +az1byp)]1 =0
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Desta equacao, podemos deduzir que:

}'L]_ = 0
Ay — (a;1byg taz1by5) =0

Ay = aj;1byg +asibys

270 a1bi #—anbi.
Donde podemos observar que se, e somente se, ocorrer ]

i, j € {12}

Corolario 11 (Decomposi¢do Assimétrica 2x2): Sejam . Tomemos uma

C(2x2) = (cy)

matriz quadrada qgualquer. A fim de verificar se existem decomposicdes

_ C = AxB onde A(2x1) = (aj1) e B(1x2) = (by;) _
do tipo sao matrizes

retangulares, basta averiguar se det(C) = 0. Em caso afirmativo, tem-se

C(2x2) = (cy) = (auby) _ - _ _
. Além disso, tem-se infinitas decomposi¢cdes possiveis.

Dentre elas, destaca-se a seguinte:
C C . G2 C €22
c=AxB= (1 12):(“)><(1 —):(“)x(l —)
Cz1 Ca2 Cz1 C11 C21 Coq

_ 1,j € {12} _ C(2x2) = (cy)
Demonstracao: Sejam . Tomemos a matriz quadrada

genérica:

c@x2= (g o)

Vamos partir da hipotese de que o determinante da matriz C(2x2) € nulo, ou seja:

Ci2

det(C) = |E21 o

|=0
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De acordo com o Teorema da Assimetria Matricial, devem existir decomposicdes do

A(2x1) = (ai) e B(1x2) = (by))

tipo C = AxB onde s&o matrizes retangulares:

wax- ()
B(1x2) =(by; bys)

C=AXB&S AXB=C

(allbll Elnbu)_(cll Clz)
aglbll azlblg Ca1 Ca2

A partir desta igualdade matricial, obtemos o seguinte sistema de equacoes lineares:

aiiby; = ¢y a1 = C11/byg €11 _ C12
apbia =cp2 e JA11= c12/b1z o b;;  byo R {Cllblz —Cy12by; =0
az1b11 = €21 az; = €1/byy a1 _ G2z C21b13 — C22bg; =0
asiby; = cas az; = C2/byz 11 by

Analisando a matriz dos coeficientes do sistema linear obtido, verificamos que o seu

determinante é nulo:

€11 Ci2

|C11 —C12
€1 Ca2

ot —Cry | =—det(c)=0

| = C3C31 — C11€3p = —(€11Ca3 — €13Cpy) = — |

Neste caso, temos um sistema possivel e indeterminado. Portanto, devem existir

infinitas decomposicdes C = AxB possiveis. Dentre elas, vamos destacar aquela onde

se fixa o valor P11 =1 , de tal modo que se obtém o seguinte resultado:
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Ciz  Ca2 d1; = €11
h11=1:>b12=_=_:}{a =
Ell Cz]_ 21 21

A2 X1) = Gn) _ (Cn)

21 Ca1

C C
B(1x2) = by bi)=(1 22)=(1 )
C11 C21
Assim, fica demonstrado que, de fato:
C=AXB

C C C C12 C Ca2
(11 12)=(11)x(1 —)=(11)X(1 _)
€21 Ca2 Ca1 Ci1 C21 Caq
E uma decomposic&o possivel para toda matriz quadrada C(2x2) singular, isto &, cujo

determinante é nulo. =

A titulo de exemplo ilustrativo do resultado que acabamos de demonstrar no Corolario

11, considere a seguinte matriz singular C(2x2) em particular:

cax2=(3 5)-(G o)

det(©) = |3° *|=(-6)-(--4-3=12-12=0
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Entéo, de acordo com o Algoritmo da Decomposicdo Assimétrica 2x2, segue que:

aexd = (1) = (3)

saxa - (1 G -(1 5)-(1 -3

De tal modo que obtemos C = AxB da maneira como esta explicitada abaixo:

Hipotese da Multiplicidade Algébrica: Seja C(mxm) uma matriz quadrada que pode ser
decomposta como o produto de duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) donde
se tem m > n. Entdo, o autovalor nulo A = 0 da matriz C(mxm) possui multiplicidade

a el
algébrica maior ou igual a diferenca entre m e n. Noutros termos, seja a

multiplicidade algébrica do autovalor nulo A = 0 da matriz C(mxm). Entdo, nas
> m —

condi¢cBes descritas anteriormente, devemos ter ¢=m-=n

Teorema 2 (Teorema da Assimetria Seletiva): Sejam A(mxn) e B(nxm) duas matrizes

retangulares quaisquer, tais que m < n. Entdo, pode ocorrer det(AxB) £ 0.

Demonstracéao: Dados m e n naturais, seja

A = {(A.B) € MxM | A(mxn) e B(nxm)j um subespaco vetorial de MxM, onde

M € 0 espaco vetorial das  matrizes. Definimos  entdo 0
funcional

Aol — E tal que A(AB) = det(AxB). Seja S = {(A.B) € .4 | m > n}
um subconjunto de M , cujos elementos séo todos os pares de matrizes A(mxn) e
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B(nxm) tais que m > n. De acordo com o que foi demonstrado no Corolério 2 do
Teorema da Assimetria Matricial, temos que S constitui um subespaco vetorial de
ker(/A\), que, por sua vez, € o nucleo do funcional A. Em simbolos, mostramos que

S c ker{ﬂ}_ Isto significa que

(A,B) € 5 = A(A,B) = del(AxB) = ﬂ. Agora, considere o conjunto definido por

S"={(AB)€E .# | m<nj _ . _
, cujos elementos sédo todos os pares de matrizes

SNs = Q'Pelo Teorema

A(mxn) e B(nxm) tais que m < n. Por conseguinte, tem-se
de Binet, sabemos que det(AxB) = det(A).det(B) = det(B).det(A) = det(BxA) se, e
somente se, as matrizes A e B forem quadradas, ou seja, se elas possuirem a mesma
guantidade de linhas e de colunas. Caso contrario, pode

det(AxB) £ det(BxA)
ocorrer . Portanto, dado o par de matrizes (A,B) € S’ pode

ocorrer A(A.B) = det(AxB) £ det(BxA) = 0. -

Interpretando, em termos simples, o significado do Teorema da Assimetria Seletiva,
em comparagcdo com o resultado do Teorema da Assimetria Matricial, sejam A(mxn)
e B(nxm) duas matrizes retangulares, tais que o produto AxB = C(mxm) de ambas
constitui uma matriz quadrada. Se m > n, entdo obrigatoriamente ocorre det(C) = 0
Se m < n, entdo ndo necessariamente ocorre det(C) = 0. Tanto no caso onde m > n
guanto no caso onde m < n, tem-se por hipotese uma decomposi¢cao assimétrica da
matriz quadrada C(mxm) em duas matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm). No

entanto, tal assimetria €&  seletiva com relacdto ao  funcional
Al — R definido por ﬁ(ﬁ.B)=dEt{ﬁXB)’ pois todos o0s pares de

, (AB)eE . , .
matrizes retangulares tais que m > n pertencem ao nucleo do funcional

A\, denotado por ker(A), enquanto que nem todos os pares de matrizes retangulares

AB)E. W
(A.B) tais que m < n pertencem a ker(A\).
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CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema da Assimetria Matricial (Teorema 1) é um resultado que pode ser
amplamente aplicado em problemas que envolvem matrizes com ordens assimétricas,
isto €, pares de matrizes retangulares do tipo A(mxn) e B(nxm), com a Unica condi¢do
de que se deve ter m > n.
Problemas envolvendo matrizes sao geralmente associados a organizacéo de dados,
variaveis, informagdes, vetores, dentre outros elementos, dispostos em linhas e
colunas, no formato de uma tabela, que comumente caracteriza uma matriz
(HOFFMAN e KUNZE, 1979). Sendo assim, o Teorema 1 certamente pode contribuir
para a resolucdo de problemas que envolvem a disposi¢do assimétrica de dados,

variaveis, informacdes ou vetores em matrizes retangulares.

Ademais, 0s autores sugerem, por exemplo, a investigacao do problema da assimetria
de barions na Cosmologia, que visa examinar o motivo pelo qual a matéria baridnica
prevaleceu sobre a antimatéria bariénica, no momento de origem do nosso Universo
observavel, durante um breve instante de tempo singular do Big Bang, onde ocorreu
o desequilibrio entre as quatro forcas fundamentais da natureza, enquanto ainda
estavam unificadas. Intuitivamente, os autores suspeitam que o resultado do Teorema
da Assimetria Matricial, juntamente com 0s seus corolarios, pode contribuir para a
investigacdo do problema da assimetria de barions na Cosmologia, que esta em

aberto no campo da Fisica Moderna por muitas décadas.

Além disso, agrega-se o resultado demonstrado no Teorema da Assimetria Seletiva
(Teorema 2) a este contexto, a fim de assegurar a completude da interpretacéo
matricial do problema da assimetria bariénica. Além do que foi proposto, seguramente
os resultados dos teoremas e dos corolarios demonstrados neste artigo podem
contribuir para a resolucao de diversos problemas intrinsecos a propria Matematica,
em diferentes areas e dimensdes, tais como Algebra Linear, Criptografia, Métodos
Numeéricos, Equacbes Diferenciais, Topologia, dentre outros campos que utilizam das
ferramentas proprias do espaco vetorial das matrizes, conforme foi verificado ao longo
do desenvolvimento deste estudo. Por fim, espera-se também que estudos futuros

revelem a validade ou a ndo-validade da Hipotese da Multiplicidade Algébrica, através
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de uma demonstracao rigorosa, pois, caso o enunciado desta hipotese seja validado,
a comunidade cientifica terd mais uma ferramenta matemética poderosa ao seu

dispor, capaz de ampliar as contribuicées deste artigo.

Por fim, diante dos inUmeros resultados obtidos neste estudo, € importante destacar
gue o Teorema da Assimetria Matricial (Teorema 1) demonstra uma propriedade
inédita sobre o espaco vetorial das matrizes, assim, expandindo os horizontes de
diversas areas da Matemética que utilizam as matrizes como elementos basicos de
construcdo. Todos os onze corolarios obtidos a partir do Teorema 1 reforcam a sua
generalidade e a sua amplitude, provando o seu poder de aplicacdo. Além disso, 0

resultado demonstrado no Teorema da Assimetria Seletiva (Teorema 2) confere

completude a interpretacdo holistica do funcional A ”ﬂeﬁdefinido por

A(AB) = det(AxB)
, tornando evidente a existéncia de uma seletividade, isto &,

uma preferéncia, verificada no nucleo ker(/\) deste funcional, onde predominam os
pares de matrizes retangulares A(mxn) e B(nxm) onde m > n, em detrimento do caso
onde m < n, produzindo uma assimetria no nucleo ker(A\). A Hipotese da Multiplicidade
Algébrica permanece sem demonstracéo, o que a torna objeto de estudo em artigos

futuros.
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