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RESUMO

Atualmente o estudo da Progressao Aritmética de ordem superior € bastante limitado
no quesito de uma formulacdo matematica mais simples. Alguns autores mencionam
ordem superior, como uma equacao polinomial de grau k. O objetivo deste trabalho é
fazer um contraponto das definicbes apresentadas de outros trabalhos, através de
uma férmula matematica original que gera progressdes aritméticas de qualquer ordem

) : : a a :
através das diferencas sucessivas de um termo ““M+1 pelotermo " de cada linha,
até que se obtenha uma sequéncia estacionaria na linha ou ordem k, chamada de
progressao aritmética gerada de ordem superior.

Palavras-chave: Progressao Aritmética, Formulacdo Matematica, Ordem Superior,

Diferencas Sucessivas.
1. INTRODUCAO

Atualmente o estudo da Progresséo Aritmética de ordem superior € bastante limitado
no quesito de uma formulacdo matematica mais simples. Alguns autores mencionam
ordem superior, como uma equacao polinomial de grau k. O objetivo deste trabalho é
fazer um contraponto das definicbes apresentadas de outros trabalhos, através de
uma férmula matematica original que gerem progressfes aritméticas de qualquer
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. . . a L
ordem, através das diferencas sucessivas de um termo "+l pelo termo 't de
cada linha, até que se obtenha uma sequéncia estacionaria na linha ou ordem Kk,

chamada de Progressao Aritmética gerada de ordem superior.

Como diz Filho (2020), a formulacdo da Progresséo teve grande contribuicdo do
mateméatico Carl Friederich Gauss, quando o seu professor lhe pediu para somar os
termos de 1 a 100, e este aos 7 anos de idade fez aplicando a formula da soma dos

termos da PA.

De acordo com Diogenes e Lima (2020), a Progressdo Aritmética de ordem k esta

relacionada com um polindmio de grau k. A definicdo de ordem segundo Nobre e

a
Rocha (2018), € a aplicacdo do operador diferenca entre os termos n+1 e

gue resultara em linhas subsequentes, uma determinada sequéncia até chegar a uma

ordem em que se obtenha uma sequéncia estacionaria.

2. PROGRESSAO ARITMETICA GERADA POR UMA SEQUENCIA DE

K
ay
TERMOS DO TIPO

{IK

Seja n termos do tipo ™ abaixo:

af a¥ af a¥ _ af
Aq 0, g 4 wee , Ay ~ S
Os termos 1’727 3= "N & g pase geradora de uma Progressdo Aritmética

de ordem k, que também é uma Progressao Aritmética de ordem k=1. Os valores de

k, que percorrem toda a sequéncia, € quem vai determinar em qual linha ou ordem

T, =T
estd sendo gerada a nova Progressao Aritmética de razao
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2.1 PA DE ORDEM K=1
2.1.1 EXEMPLO

a;,=1ler=1
Seja uma PA , entao

11 21 31 41 51 61 71

. . dp — 44,03 — Ay .
Aplicando o operador diferenca dos termos, tem-se: , OU seja

a — 4, =T . . .
n+l n , como K=1 define a ordem ou linha que esta sendo gerada uma

nova PA, logo a PA gerada é a mesma da geradora, e seu termo geral ja € conhecido:

ap, =a; +(n—1r

2.2 PA DE ORDEM K=2

_ 2 2
i Pn — Opyq — A
Foérmula Geral:

2.2.1 EXEMPLO

a,=ler=1

Seja , como foi dito anteriormente segue 0 mesmo raciocinio para

12, 22,32, 42,52, 62, 77
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Aplicando o operador diferenca de cada termo nas linhas k=1 e k=2 , obtém-se:

K=1 1 & 9 16 25 36 49

K=2 3 9] 7 9 11 13
2 2 2 2 2

~ TP, ) ~ .
Note que a PA de razdo P & maior gue r que é a razéo da nova PA gerada na linha

K=2 A PA gerada serd denotada por " Note que

B, # a, VK >1 rp = 21

, 0 valor para " = 1. Analisando a diferenca dos

termos de cada linha de sequéncia obteremos uma expressao geral de uma PA

gerada de K = 2, assim:

_ 2 2
P, = a3 — aj

_ 2 2
P, = a3 — a;3

_ 2 2
P; = a; — a3

_ .2 2
‘P?l_aﬂ-l'l a'ﬂ

Que e o] termo geral da PA gerada VK=2 .
Demonstracao:
Seja uma PA em que seus termos tém um expoente K = 2
2 2 2 2 2
ay as; az dz .... A,
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a2 a2 a2 ¥ a2 a2
Py P, P, P, Ps
Tp Tp Tp Tp Tp

_ 2 2
P, = a3 — aj
_ 2 2
P, = a3 — aj
2 2

— 42 a2
Pn _ IE:L.f"i’,+:|. aﬂ

2.2.2 EXEMPLO

r=2,K=2ea; =1

Sejam , obtém-se a PA gerada:

1%, 3%, 5%, 72,92, 112, 137

K=1 1 9 25 49 81 121
K=2 8 16 24 32 40
D 8 8 8 8 8
RC: 122729
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P
mn , . . .
onde esta localizado em K = 2que mais uma vez determina a ordem da PA
rp = 4r
geradae F para T = 2.

2.2.3 EXEMPLO

r=3,K=2ea;, =1

Sejam, , Obtém-se a sequéncia e a PA gerada:

12, 42,72, 10%, 132, 162, 192

K=1 1 16 49 100 169 = 256 = 361
K=2 15 33 51 69 87 105
p 18 18 18 18 18
F, rp = 6r parar =3

onde  estalocalizado em K = Ztal que

2.3 PA DE ORDEM K=3

_ 3 3 3
i Pﬂ = Opyo — 2an+1 + ay
Foérmula Geral:

2.3.1 EXEMPLO

r=1K=3ea; =1

Para , Segue abaixo:

13, 23, 3%, 43,53, 6%, 7,82, 9%, 103, 11°

P, K=3erm=6rparar=1

esta localizado em
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Demonstragao

Seja uma PA em que seus termos tém o expoente K=3

K =
K=2
K=3
™

x, = a3 —af
x, = a3 — a3

Substituindo os valores em X, temos:

P1=(a§

—a3) — (a3 — af)

P,=(aj — a3) — (a3 — a3)

P3=(f1§_

Pn=(ai+2 - argz+1) — (ag+1 - a%) ~ By

RC: 122729

ai) — (ai — a3)

a3 — 2a3 + a

= a3} — 2a3 + a3

a: — 2a} + a3

3

_ 3 3
= Qpio2 — 2an+1 + an
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LL (r, e

2.3.2 EXEMPLO

r=2,K=3eq; =1

Sejam , Segue a sequéncia e a PA gerada.

13, 3%, 5%, 73,93 113, 133,158, 173

K=1 1 27 125 343 729 1331 2197
K=2 26 98 218 386 602 866
K=3 72 120 168 216 264

rp 43 48 48 43

P, esta localizadoem K =3 e rp = 24r parar = 2.

2.4 PA DE ORDEM K=4

_ 4 4 4 4
] Pﬂ — Opy3 — 3an+2 + 3‘*-1’.r1+1 —dn
Foérmula Geral:

2.4.1 EXEMPLO

r=1,K=4eq; =1

PA de razao , obtem-se a PA gerada.
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1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 6%, 7%,8%, 9*

K=1 1 16 81 256 625 1296 2401 4096 6561
K=2 15 65 175 369 671 1105 16595 2465
K=3 50 110 194 302 434 550 770
K=4 60 84 108 132 156 180
w 24 24 24 24 24
P, K=4er,=24rparar=1
esta localizado em
Demonstracao
4 4 4 4 4 4
K=1 a; a; as ay Qs g az
Xy X2 X3 Xy X5 Xe
K=2
1 Y2 Y3 Vs Vs
K=3
Py P P; Py
K=4

Substituindo os valores em X, temos:

RC: 122729
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y1=(a3 — az) — (a3 — af)
y,=(ag — a3) — (a3 — a3)
y3=(a§ —ay) — (ag — a3)

Substituindo oS valores em ¥, temos:

= (a3 — a3) — (a3 —a3) — [(a3 — a3) — (a3 — a})] ~ Py = ai —3a3 + 3a3 — a}

] -
= (a5 - a4) - (a4 - aa) - [(a4 - ag) - (as - az)] = (:.',5 - 3‘14 + 3"13 - ag
1=

P;=(a¢ — a?) — (a2 — a}) — [(a? — a}) — (af — a?) Pl_ ag — 3ai + 3ai — a3

= (a:+3 - a:‘Hz) - (ag+2 - a;‘;+1) - [(a'r41+2 - a:+1) - (afwi - a:;)] ~ By =

4 4 4 4
Optz — 3an+2 + 3a'rl+l —dp-

Para termos superiores segue 0 mesmo raciocinio.

3. FORMULA GERAL DE UMA SEQUENCIA NUMERICA GERADA "
PARA K21
Reescrevendo as férmulas de cada valor de Kdos exemplos anteriores:
K=1:P=a,
K=2:P=d}, —a}
K =3P, = ag,, — 205, +aj
K=4.:PF =ap,;—3az,, +3a5,, —ay
Para se obter o padrdo geral, basta observar os coeficientes para cada valor de K
72
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1° coeficiente: ay, (x_1y (K=1;K=2;K=3;K=4;K=5)
2° coeficiente: — (K — 1)ap,(x—2) (K =2;K=3;K=4;K =5)

3° coeficiente: TXE2 K o (K =3;K=4;K=5)

2
4° coeficiente: — (K_l)m:}(f{_a) Wi k-ay (K=4;K =5)
5° coeficiente: &= z)ﬁ(K DE=H) o +(k-s5) (K =5)

Ao somar todos o0s coeficientes acima, resulta em P npara o0 intervalo

1<K <5:

(K—-1)(K-2) (K-1)(K-2)(K-3)
P, = H§+(K—1] — (K- 1)0}&(;(_2] + 2 a§+(;«r—3) Py a5+(1< pt

K-D(E=2)(K-3)(K—4) K
24 n+(K-5)

P

Essa formula é geral apenas no intervalo 1 = K = 5, para achar a férmula para

todos os valores de K, isto ¢, K = 1, basta dar continuidade nos valores para k> 5

Vg B B =123 ..k

denota-se, como todos os coeficientes " tal que , OU seja,

segue todos os coeficientes de 1 até k:
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Py O
444444

fr: L

K—1
At
(K-1D(K-2)
2 2!
C(K-D(E-2)(K—-3)
3 3!
(K -DE-2)(K-3)(K—4)
- 4
C(K-DE-2)(K-3)(K—-4)(K-5)
> 5!

ngn(f{_ﬂ:)
Kp!
K!
KB'[K — (B + D!

YB:

Note também que os denominadores dos coeficientes podem ser escritos da seguinte
forma:

1=1!

2=2!

6=3!

24=4!
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P

~ mn
Podemos reescrever a equacao geral como:

Y.
P, = a1!§+(K—1) Ylan+(h' 2) + 21 n+(K 3) = n+(K 1) + 2 an+(K pParal =K <

5!

Observe também os sinais dos coeficientes alternam a medida que cresce o valor de

P

K portanto a formula geral de para K =1 ficada seguinte forma:

P, = arff+{fi'—1] + z(—l)ﬁ}’ﬁ a§+f{—(ﬁ’+1} VK=1
B=1
Hﬁ:ﬂ(f{ T "I)
Kf!

Yﬁ -

K!
Y, = V<K
FKBI[K — (B + 1)) P
. rerm,
3.1 RELACAO ENTRE
I'p
Pode-se também padronizar o valor da razéo de uma PA gerada com arazdo ¥

de sua PA geradora, tomando como base os exemplos anteriores para cada valor de

k tem-se:
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e K=1;r=1"1p=71
o K=2
P r=1a1p=2 51 =2r?
> r=251p=8 51, =2r?
> r=3 4 1p=18 = 1p = 272
» r=4 4% 1p=32 51p=2r°
e K=3
yr=1a21p=6 21 =06r
Fr=2-" 48 — 1p = 613
e K=4
or=12u41p=24 51p = 241"
> r=2a 384 — 1rp = 24r*
s K=5
 r=1x1p=120 > 1, = 120r°
> r=2:1p= 3840 > 1, = 1207°
rer
A relacao pode ser padronizada para qualquer valor de K sendo:
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e K=2 & 1p=2!712
e K=3:21p=032-1)1r%>1r=3Ir*
e K=4:1p=04"32-Dr*>r=4r*
e K=5:1=(5-4:3-2-1)r>>5 1, =5!7°
e K=6:-1p=(6:5:4:-3:2:-1)r°>1r, =6!r°
Portanto analisando as relagdes "ETP os diferentes valores de K, tem-se a
Tp
formula de geral de
rp = K!r¥ VK =1

rp
€ chamado de raz&o de uma PA gerada.

rp
Demonstracao de

A demonstracdo da razdo de uma PA gerada €& feita pra inducdo finita.

rp
Seja a razéo da PA gerada tal que :
p = K!rk VK=1
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Tomemos para K =1 e substituindo na expressdo acima obtém-se:

p=1Urt=r . ] . «
, Ou seja, €& a propria razdo da PA (geradora.

o . ~ : ) : a >0
Hipétese de inducéo: assumindo que K = @ é verdadeira para , tem-se:

rp=alr®
P Tese de inducéo: assumindo que K = a + 1¢ verdadeira para

a >0 | )
, € 0 que segue:

rp =alr®

Multiplicando os dois lados da igualdade por r(a +1) obtem-se:

rla+1) ~rp=alr*-r(a+ 1)
= (a + 1)!rett

Como gueriamos demonstrar m

) F
3.2 FORMULA GERAL DA PA GERADA "' DE ORDEM K21 DO TIPO

K
aﬂ

{IK

n
Para gerar uma Progressao Aritmética de ordem K = 14o tipo tem que haver

uma PA de razdo T, em que seus termos sejam elevados ao grau ou poténcia K

Retomando os termos de uma PA elevado a um valor K:
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K K K K _K K
ay , a; az ,dy ,ds ...0y

Em que an é uma PA e K¢ a ordem que se quer gerar a PA, para provar que isso é
verdade toma-se como exemplo uma PA gerada para K =1

PA gerada para K = 11

1 1 1 1 1 1
alj {12- ag,aq.,aS-u-an

Utilizando a férmula geral e calculando para K = ltemos:

1] .0
Fn= n+(1 1]+Eg I i-'1§+1 (1+1) e

lel_[(f{—q)z(l—(})(l—l)zﬂ

P, = a,

Ou seja, a PA gerada é a prépria PA inicial, observa-se que a formula da PA de ordem

K =1, ja é conhecida como:

a,=a,+(n—1)r="~,

PA gerada para K = 2
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P
. , A n
Observamos anteriormente que a formula geral de uma sequéncia gerada para
(2) _ 2
P l':1'.r1+1 an
K =2¢:
Para ostermos L+ = 2,1 =3 tom_se:

n=1 . P1(2) = a; — aj
n=2. Pz(z} = a3 — aj

n=3 . PE(Z) = a; — aj

Sabemos também que:
ad, = a; +r

a; = a; +2r

L ap € dg < ] . «
Substituindo os valores de na equacao P obtém-se a seguinte expressao:

le =(a;+r)2—a; ~ P, =2a;r+712
Pz(z) =(ay+2r)? —(a, +r)?> > P, = af + 4a;r + 4r*> — a? — 2ay7 —1r? -
P, = 2a,r + 3r?

P( ) = = 2a,r + 51

Nota-se que o primeiro termo de cada equacdo se repete, variando apenas as
incognitas do segundo termo, portanto para cada termo ha uma variacdo de um valor
2 n
2(n)
P2 (H)T do 2° termo, para achar o valor de observa-se:
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(1) =1
®(2) =3
®2(3) =5

po(n) =
2n — 1, logo a formula padréo para K = 2 é:
Prfz)= 2a;7 + (2n — 1)r? ou ainda

Pf)= 2la,r + 2en-h) ;2

para ¢,(n) = , portanto

Pf)= 2!a;r + 2! @,(n)r?, que é a férmula geral da PA gerada para K = 2

PA gerada para K=3

P
o : . A n
Idem ao raciocinio anterior para obter a formula geral de uma sequéncia gerada
para K = 3¢
(3) _ 3 3
P, = n+2 — 205, + ay

Calcularemos os termos ™t = l,n= 2, para entdo estabelecermos o padrao para

essa ordem.
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u. fr ‘?A

n=1. P(3}=a3 2a3 +at

n=2. PZ{E} = a3} — 2a3 + a3

observe também que:

dy = aq + 71
a; = a; + 2r

a, = a; + 3r

P

Substituindo os valores acima na equacao tem-se a seguinte expressao:

P(g) (a; +2r)* —2(a; + )% +a,® =

= a;®+ 2ra,;® + 4ra,;® + 8a,;1% + 4a,r? + 83
—2(a® +ra®? + 2ra? + 2a7* + ar? +r¥) +ad =

a,® + 6ra,® + 12a,r? + 8r3 — 2a,° — 6ra,° — 6a,;r> — 2r3

+ a3
3
2P =2 = 6a,r2 + 613,
(3)
P,
Fazendo os mesmos célculos para resulta:
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P(B) (a; +3r)® —2(a; + 2r)* + (a; + 1)°

« P = 6a,72 + 1273

3
ps(m)r

Ha uma variagcdo de um valor no 2° termo, para acharmos o valor de
*?‘-’3(”)_

p3(1) =1

P3(2) =2

n)=n
* {;03( ) , logo a formula padréo para K = 3¢

P?Eg)= 3la,r? + 3!nr?, ou ainda,
Pf)= 3la;r? + 3!'nr® | para @5(n) =n, portanto

Pf)= 3la;r? + 31 @,(n)r3, que é a formula geral da PA gerada para K = 3

PA gerada para K=4

(4) _ _a 4 4 4
Pﬁ = Qpiz — 3Ap4 T 3054 — ay

83
RC: 122729

Disponivel em: https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/ordem-superior



https://www.nucleodoconhecimento.com.br/
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/matematica/ordem-superior
https://www.nucleodoconhecimento.com.br
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-92.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-93.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-94.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-95.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-96.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-248.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-97.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-194.png
https://www.nucleodoconhecimento.com.br/wp-content/uploads/2022/07/Equacao-98.png

"L 5%, MULTIDISCIPLINARY SCIENTIFIC JOURNAL  REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR NUCLEO DO

0“ NUCLEO [D() CONHECIMENTO ISSN: 2448-0959
" CONHECIMENTO https://www.nucleodoconhecimento.com.br

Calcula-se os termos "t = L,n=2 , para entdo estabelecer o padrédo para esta
ordem.

4

n=1 . P™ =a}—3a%+3a% - a}
at —3ai + 3a% — a3

n=2 . PY =
Observa-se também que:

a, =a, +r
a; = a, +2r
a, = a; + 3r

az = a, +4r

Substituindo os valores acima na equacao Ptem-se a seguinte expressao:

Pm (a; +3r)* —3(a; + 2r)* + 3(a; + 1)* — af

p®

fazendo os mesmos célculos para 2, temos:

Pf) = (a; +4r)* —3(a; + 3r)* + 3(a; + 2r)* — (a, +1)*,
Utilizando o binémio de Newton para os termos:
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DAGIEEE

a=0

(a; + 3r)*; —3(a; + 2r)*; 3(ay + 1)*
Aplicando em , Obtém-se:

(a, + 3r)* = af + 12air + 54a?r? + 108a,7* + 81r*

—3(a, + 2r)* = —(3af + 24dir + 72air? + 96a,r> + 48r%)

+3(a; + )* = +(3af + 12a3r + 18air? + 12a,7* + 3r%)

Somando os todos os termos:

; P1(4) = (a; +3r)*—3(a, + 2r)*+ 3(a; + r)* — af = af + 12a3r + 54a%
108a,7r® + 81r* — (3af + 24adr + 72a%r? + 96a,r> + 48r*) + (3af + 12a3r +
18a2r? + 12a,7* + 3r*) — aj

« P = 240,78 + 367%.

pY

Seguindo o mesmo raciocinio para , tem-se:

P®W = (a, + 4r)* — 3(ay + 3r)* + 3 at + 16a3r + 96a2r2 + 256a,r% + 2561* —
(3af + 36adr + 162a?r? + 324a,r® + 243r*) + (3a] + 24adr + 72a3r? +
96a,73 + 48r*) — (af + 4adr + 6a?r? + 4a,r® + r*), em que:

# P = 240,73 + 60r*
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De acordo com os valores apresentados para as ordens

K=1. K=2:K =3eK =4 observa-se que o primeiro termo sempre se repeti

AG

para qualquer ordem apresentada, havendo uma variacdo de um valor

no 22 termo apresentando os padrdes anteriores para K =4  obtém-se umaformula

Geral paraK =1 , OU seja, basta analisar a expressao constante e a expressao

variante, para entdo achar a formula de forma mais facil para qualquer

termo K = 4 entio:

P =a,~a;,+(n—1)r

e K=2
_ 21(2n—-1)
Py = 2layr + =2
e K=3

P¥=31a,r? + 31 nr?

Ao analisar essas equacdes observa-se as expressfes constantes e variantes, ou seja
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1°termodaequacdo K =1 = a,

1°termo da equacédo K = 2 -~ 2!layr

1° termo da equagéo K = 3 ~ 3!a;r?

1° termo da equacgédo K = 4 = 4!a,r?, logo

1° termo da equacéo geral de P para K = 1~ K!a,rf!
Vamos analisar o 2° termo da equacéo, que € o termo variante :
2°termodaequacdo K =1 ~ (n— Dr

] —
2°termodaequacéo K = 2 - wrz
2° termo da equagdo K = 3 - 3!nrd
2° termo da equacdo K = 4 .. 4!, (n)r*
2° termo da equacéo geral de P,,EK) para K = 1 K!og(n)r¥
Juntando os dois termos 12 e 22 tem-se a férmula completa da PA gerada

VK =1queé:

P],EH) = Kla; 7571 + Kl (n)r¥ ou

PTEK] =K' (a;7% 1+ @ (n)r®)

A Formula acima representa qualquer PA gerada para qualquer ordem ou valor
px(n)
K=1 sera possivel calcular a expressao gue é uma funcédo de n para cada

valor de K:

K=14 () =(m—1)
k=25 pam =22

K=3 . gp3(n)=n

Calcula-se agora Pa(n) para estabelecer a formula geral para K=4, para isso
segue um exemplo:
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3.2.1 EXEMPLO

a,=1ler=1

Seja uma PA em que , para acharmos uma PA de e K =4 basta

elevarmos a poténcia cada termo o valor K = 4, que fica:
4 94 94 A4 £4 g4 74 g4 g4

1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 6%, 7%8%, 9

Calcula-se o valor de P1através da expressao :

P]l_[qul = ﬂ,4 3(13 + 31’12 %

Que vem da férmula geral de qualquer sequéncia numérica gerada, procura-se achar
o valor de Plpara entdo substituir na férmula da PA para K = 4, para se achar a

expressdo 4(1).
P —4*—3-3*4+3-2¢— 14 =60

PE) — Kla,r¥ 1+ Klgpm)rk

Substituindo na formula : tem-se:

P =41 1-13 441 ¢,(1)-1* = 60
24 + 24x¢,(1) = 60
60 — 24

3
©4(1) =~z = 1,5 =3

Calcula-se agora o valor de P; através da expressao:

Pz{qu = ﬂE 3(14 + 3{13 %

Que vem da formula geral de qualquer sequéncia numérica gerada, obtém-se agora
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o valor de Py para entdo substituir na formula da PA para K=4, para achar a
expressédo #4(2);

P —5%_3.4%43.34 24 —84

(K) K—1 K
Substituindo na formula B =Klayr + Klog(n) : temos:

P —41-1-13 4+ 41- @, (2)-1* = 84
24 + 24 -, (2) = 84
- 84-24 5
@94 - 24 — &y _2

Ps(1) == '?94(2] =z

A expressdo geral de uma funcdo dareta é Y = aX +b , que fica da seguinte forma:

@a(n) = an+b ando os pontos para encontrar a equagio:

3 5
(1 :E] e {2=E)

Substituindo :

3
@4(1]=a-1+b=§
5
@s(2)=a-2+Db =3
a+bh=2
2
a+bh=>
Tendo o sistema:
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) a=1leb=1 .
Resolvendo o sistema temos os valores de 2, obtendo a expressao
1
n)=n-+- . , . ~
2D 2, trando o m.m.c., obtém-se a seguinte expressao:
2n+1
py(n) = )

Essa é a expressdo Ppara a férmula geral da PA VK = 4,

(4) — 4 (ayr 2”“?“4)

Dessa forma obtém-se uma férmula geral para qualquer PA gerada VK =1
obedecendo, a seguinte formula Geral da PA gerada por uma PA inicial elevada a
poténcia K, que o préprio Kestabelece em qual ordem ou linha que esta localizada a

PA gerada.

Sendo assim a formula geral da PAVK = 1 ¢ :

PTSKj =K!'(a;7% 1+ @pp(n)rk

3.2 EXEMPLO
1 16 81 256 625 1296 2401 4096 6561
K=1
K=2 15 65 175 369 671 1105 1695 2465
K=3 50 110 194 302 134 590 770
K=4 60 84 108 132 156 180
rp 24 24 24 24 24

Seja uma PA gerada para K = 4, apresenta os valores calculados acima.

14, 24, 34, 4%, 5%, 6%, 74,84, 9*

Expressdo Ppara K =5, ¢s(n)

Seja a PA gerada abaixo, obedecida pela férmula da sequéncia gerada :
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(5) 5 5 5 5
By’ = apya — 40343 + 6034, — a3 + a3

15,35 55 75 95 115, 135 155, 175

(K} 1 K1 I
Substituindo o valor da PA na férmula B =Klayr® ™ + Klog(m)r

(1)

para

achar a expressao Ps tem-se:

P —51-1-2%+51- (1) - 25 = 9600

1920 + 3840x¢-(1) = 9600

9600 — 1920
3840 B

ps(1) =

P®) — Kla,r¥t + Klogm)rk

Substituindo na formula , para achar a

expressdo ¥s (2) tem-se:

P = 51-1-2% + 51 p(2)-25 =13440

1920 + 3840 - @ (2) = 13440

o 13440 — 1920
$s\e)="""3840

Para acharmos a expressdo ¥, basta calcular a férmula da sequéncia numérica

gerada e substituir na férmula da PA gerada, a expressao ¥ é uma funcao do 1° grau,

bastando apenas de 2 pontos da reta para estabelecer a fungéo geral, ou seja

@ps(1) =2 ; @s5(2) =3
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A expressao geral de uma funcdo da reta é ps(1) =2 ; 9s5(2) =3, que fica da

seguinte forma: ¥ = ax + b , tendo 0s pontos para encontrar a equagao:
(1;2) e (2;3)
Substituindo :

w:(1)=ax1+b =2
w:(2)=ax2+ b =3

{ a+b=2
Tendo o sistema: ‘2a +b =3

Resolvendo o sistema temos os valores de & = leb =1 , obtendo a expressao

@s(n) =n+1 ps(n)=n+1

s

, Obtém-se a seguinte expressao: Essa é a

expressao @ para a férmula geral da PA VK =5 .
P®) = 5l[ayr + (n + 1)r9]

Observacédo: Para achar expressdo Ppara qualquer valor k segue o mesmo raciocinio

das expressoes anteriores.

Sendo assim cada funcdo ®representa uma PA de ordem K diferente ou seja:
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e K=1: og;(n)=n-1

e K=2 2 @,(n) = s
e K=3 2 @3(n)=n
In+1

o K=4 = @4(n) = 5
e K=5: p:(n)=n+1
e« K=6 = gg(n) =
e K=7 - @?(n)=n+2
« K=8 : gg(n) =

e K=9 qag(n)zn—l—B

2n+3

2n+5

2n+7

e K=10 = gy(n) =

K
A formula padrao ¢ para qualquer ordem K = 1 opserva-se os valores de impares,

K
ela é crescente e seu valor é sempre inteiro, enquanto os valores de pares ,

também € crescente , mas da forma racional, portanto a formula de @K(“)quando
for impar no lado das constantes tem-se: -1,0,1,2,3..., enquanto par tem-se: -1/2, 0 ,
1/2, 3/2, 5/2, 712 ,0u seja, multiplos de 1/2.

Se tirarmos a fragcdo do termo n, observa-se que ela sempre somara com uma

s

constante racional, logo a férmula pxg(n) VK = 1, é:

(K —3)

=n+
prgn) =n 2

Efetuando o m.m.c. pode-se ainda escrever a equacao

da seguinte forma:
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2n+ (K — 3 (&)
(2 ),szl By

pg(n) =

Substituindo na férmula de Obtém-se:

2n+(K 3})

PH) = K1[a,r¥1 + ( K|, VK =1

Essa é a formula completa de qualquer PA gerada a partir de uma PA inicial elevada

a poténcia K, que Ké a ordem da PA gerada.

B

3.2.1 - DEMONSTRACAO DA FORMULA POR INDUCAO:

P

Seja uma PA gerada tal que:

P;fx) = K![a, %1 + (Mzﬂ) rf], vn€Ne K = 1. Para K =1

substituindo na expressao acima obtém-se:

Pf) = 1 [a;rt 1+ (—2n+(21_3])r1] = PTEI) =, +(n—1Dr = a,

, que é uma PA de primeira ordem, ou a propria PA geradora.
Hipotese de inducédo: assumindo que K = a ¢ verdadeira para & = U, temos:

PTEH) = al[a;r% 1 + (—ZHH;_B]) %]
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Tese de inducao: assumindo que K=a+1 seja verdadeira para & >0g0 que

segue a demonstragao:
_ 2n+(a—3
Pn{a) =a!la,r* 1+ (—{ )) ]
Seja 2 somando os dois lados da
(“3)
igualdade por 2 7/ obtém-se:
alr® _ 2n+(a—3 alr®

( ) + PTE[I] = a![a,r® 14 (—{ ]) r¢] + (—)

2 2 2 , ha parte
direita da igualdade.

I o

Coloca-se o a.-er em evidéncia obtendo:

(mr“) + Pn(a) = a![a,r® ! + (M

2 2 ) , em seguida multiplica-

rla+1)

se a equacao nos dois lados da igualdade por , tem-se:

r(a+1) ( ) +7r(a+ l)P{ . r(a+ 1)[a;r% 1 + (—Zm(;_z)) r%]

, inserindo dentro do colchete obtém-se:

r(a + 1)( ) + r(a + l)PrC ) = ! (a + 1)[a;r® + (W) rZ+1j

, arrumando ainda mais a expressao fica:

({a+1)!r“+1

- ) +r(a+ 1)P(a] = (a+ 1)![a;r®* + (—E?H(:_zj) re+i]

, essa igualdade é valida pois tanto no lado esquerdo como o direito da igualdade
obtém-se:

(a+1)!r‘”1

> ) +r(a + l)Péa] P({Hl] (a + 1) [ar® + (72n+(a_2)) rEi]

2

como queriamos demonstrar m
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4 — SOMA DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA GERADA DE
ORDEM K

Sabe-se que a formula geral da soma de uma PA é :

n(a; + a,)
n — #

A férmula geral para a soma de uma PA gerada em fungcdo apenas da razdo r da

K
N . a ) , :
sequéncia geradora do tipo ™, é determinada com base nos estudos citados

. . G . .
anteriormente. Seja dado a soma da PA gerada denotada por ", ou seja, definida

pela expressao abaixo:

(P, + Fy)n
=T

Observando a expressao demonstrada anteriormente:

2n+ (K —3
prn) = (2 ),‘v"f( =1

2n+(!{ 3))

PE) = Ki[a,r¥=1 + ( K|, VK =1

K—1
P, = K![ayrF~! +( )]

- . G ; : x
Substituindo na equacdo "obtém-se a seguinte expressao:
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n[K! (alr (K — 1 K) + Kl( -1, (2n+ (K - 3))?,:{)]

2 2
G =
n 2
K-1 VK K-1 _ K
n[K! (2.:11'.- +2(K Dr )+ K (2»:11? + (2?;—!— (K —3)r )
Gy = >

 n[K! (4ay ¥+ (K — 1D+ 2n + (K — 3) )r¥)]
n= 4
c n[K! (4a; 751 + 2n + 2K — 4)r¥)]
n 4

2(n+(K—2)rk
4

G, =nK!(a; v 1+

)

Simplificando ainda mais a expresséo obtém-se o termo geral da soma da PA gerada.

N (n+ (K - 2))?"K)

G, = nK!(a;r¥1 5

compactando ainda mais a expressao obtém-se:

G, = nK!(a;7% 1 + Yir®), em que
n+ (K —2)
K — 2
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A formula acima € chamada soma de termos de uma PA gerada a partir de uma PA

de razdo T elevado a um grau K.
4, CONSIDERAQOES FINAIS

De acordo com o trabalho a expressao matematica estabelece um padrao para todos
os valores k de uma PA geradora, que tem como objetivo de gerar outra PA na linha
K, e claro que a PA gerada continua sendo de grau Unico, ou seja, ndo se deve
confundir ordem com grau, pois 0 mesmo esté relacionado com poténcia ou expoente.
No desenvolvimento deste trabalho foi possivel obter uma formula matematica que
geram progressdes de uma determinada ordem k a partir de uma progresséo base
elevado ao grau k, este mesmo grau € que define, qual a ordem ou localizacdo que a

outra PA esta sendo gerada.
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