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RESUMO

O presente artigo tem por objetivo mostrar a definicdo de trajetdrias ortogonais e as
suas familias de curvas. Tendo como principal foco mostrar como encontrar tais
trajetérias que constituem diversas curvas que variam conforme sua constante e

demonstrar que podemos explorar dentro da fisica um caso de estudo envolvendo a
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trajetéria que um missil guiado pela temperatura percorre até atingir um avido. Onde
essas trajetorias ortogonais sao estabelecidas por meio de uma familia de curvas em
gue intercepta uma outra familia dada em um ponto em que o angulo formado pelas
duas retas tangentes de cada familia seja reto, ou seja, forma um angulo de 90°, em
resumo essas familias de curvas séo constituidas por diversas curvas em que nao se
interceptam graficamente. Este artigo tem por objetivo mostrar a definicdo de
trajetérias ortogonais e de encontrar as familias de curvas: ortogonais, lineares, ndo
lineares e fazer a aplicacao dessas familias de curvas através de ilustracées por meio

de exemplificacéo e esbocos.

Palavras-chave: Trajetéria, ortogonal, familia, curvas.
INTRODUCAO

De acordo com Silva (2011) existem frequentemente aplicacbes de trajetorias
ortogonais na fisica, onde é necessario encontrar familias ortogonais a outra familia
de curvas, ou seja, que no ponto onde se interceptam cada membro da familia nova,
as retas tangentes das curvas da familia nova e original formam um angulo de 90

graus.

Uma aplicacdo que Silva (2011) apresenta € um problema fisico que pode ser
resolvido pelas trajetdrias ortogonais, que venha ser “uma particula que se move sob
a influéncia de um campo magnético. Ela descreve sempre uma curva que €

perpendicular a cada uma das linhas do campo magnético” (SILVA 2011, p. 31).

Este exemplo pode ser ilustrado pelos misseis que se movem por influéncia de
temperatura. Considerando um missil lancado em diregcdo a um avido que se move
em que seu motor libera energia aumentando a temperatura ao redor do avido. Esta
temperatura que é constante nos da uma funcdo de uma curva ao redor do avido e
também nos da vérias outras curvas pelo motivo de o avido estar se movendo, porém,
todas essas curvas fazem parte de uma mesma familia de curvas de temperatura

constante. O missil tem que ir a uma trajetéria de maior temperatura que se da na
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perpendicular a cada curva de temperatura, desta forma a trajetéria que o missil fara

sera uma trajetoria ortogonal a familia de curvas da temperatura.

METODOLOGIA

O tema abordado se refere a trajetdrias ortogonais, que consiste em uma familia de
curvas em que se intercepta ortogonalmente a uma outra familia de curvas. E que
existe varias aplicacbes na natureza, como no nosso caso de estudo: a trajetéria de
um missil guiado pela temperatura constante de uma curva. O artigo foi elaborado por
meio da sintetizacdo das ideias, abordando as informac6es coletadas, como também,
dados levantados por meio de pesquisas em sitios virtuais e livros, artigos cientificos
referentes a trajetérias ortogonais. Foi identificado e selecionado o material
bibliogréafico pertinente, o segundo passo foi a leitura e fichamento em formato digital
do material selecionado com identificacdo de obras, dos autores e suas ideias
centrais. O terceiro passo foi a elaboragcédo de uma lista de palavras-chave referentes
a assuntos relevantes para a pesquisa que facilite a localizacdo dos temas no material
fichado no momento de construcdo do relatério final. E, por dltimo, a analise do

conteudo do material para a conclusdo da pesquisa.

CURVAS ORTOGONAIS

Segundo Steward (2006, p. 601) por uma curva “c” existe um ponto que passa uma

[{PR )

reta tangente “t” a curva “c”, como mostra a imagem abaixo:
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Figura 1: reta t tangente a curva c

Fonte: Autores (2020).

Se tivermos duas func¢des f(x) e g(x) que se interceptam em um Unico ponto A como

mostra a imagem abaixo:

Figura 2: fungao f(x) e g(x)

(%)

i)

Fonte: Autores (2020).
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Quando tragamos a reta tangente de f(x) e de g(x) ambas no ponto de intersecc¢ao,

teremos duas retas tangentes perpendicular como mostra a imagem abaixo:

Figura 3: Retas tangentes perpendiculares

Fonte: Autores (2020).

De acordo com Steward (2006) quando duas funcdes interceptam em um ponto e as
tangentes das funcbes naquele ponto formam um angulo de 90 graus, temos que as

funcdes sao perpendiculares entre si, logo podemos afirmar que:

fx) L g(x).

Bronson; Costa (2008) diz que quando temos uma familia de curvas a um parametro

no plano x-y definida por:

F(x,y,c)=0
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“Onde c representa o parametro. O problema consiste em determinar outra familia de
curvas a um parametro, chamadas trajetérias ortogonais da familia e dadas
automaticamente por: G(x, y, k)" (BRONSON; COSTA, 2008, p. 67).

“Sendo que toda curva da familia nova intercepte a familia original resultando em uma
trajetéria ortogonal” (BRONSON; COSTA, 2008, p. 67).

FAMILIA DE CURVAS LINEARES

Sendo uma funcéo dada por:

flx) =x

Ela é representada graficamente como mostra a figura:

Figura 4: Fungéo f(x) = x

Fonte: Autores (2020).
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Sendo uma outra funcdo dada por:

gx)=x+1

Ela é representada graficamente como mostra a figura:

Figura 5: Funcéo g (x)

-2

-3

Fonte: Autores (2020).

Sendo uma outra funcdo dada por:

h(x) =x—1
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Sendo uma outra fungdo dada por:

h(ix) =x—1

Figura 6: Funcao h(x)

Fonte: Autores (2020).

Em resumo temos que f(x), g(x) e h(x) séo do tipo linear:

fx)=x—-Db=0
gx)=x+1->b=1
h(x)=x—-1-b=-1

Podemos perceber que no grafico g(x) a curva translada uma unidade para a
esquerda, e a h(x) translada uma unidade para a direita. Em uma funcéo f(x) = ax + b,
0 "b" tem a funcéo de translada a curva no eixo Y e o0 “b ” € o ponto onde corta o eixo

Y.
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Colocando as funcgbes anteriores no gréafico temos:

f(x) = ax + b{b1l = b2 + b3 + b4 ... }

Figura 7: f(x)=ax+b

Fonte: Autores (2020).

Segundo Steward (2006), temos que:

Todas as retas séo paralelas, este conjunto de retas paralelas que sao
infinitas, pois os valores adotados para “b” pode ser infinito, onde estas
infinidades de retas nunca irdo se tocar, logo este conjunto de retas é
uma familia de curvas (STEWARD, 2006, p. 601).
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FAMILIA DE CURVAS NAO LINEARES

Sendo uma fungéo dada por:
f(x) = c/x, onde “c" € uma constante.

Para c>0, temos a seguinte representacao grafica:

Figura 8: f(x) = c/x

Fonte: Autores (2020).
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Para c<0, temos a seguinte representacao grafica:

Figura 9: c<0

-2

-3

-4

Fonte: Autores (2020).

Atribuindo valores positivos para ¢ temos a seguinte representacao grafica:

f(x)zg{cl +c2 +# c3 #c4d..}
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Figura 10: Atribuindo valores para c.

cd

Fonte: Autores (2020).

Atribuindo valores negativos para ¢ temos a seguinte representagéo grafica:

f(x)zg{cl +c2 # ¢3 #c4..}
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Figura 11: Atribuindo valores negativos.

cd

c2

Fonte: Autores (2020).

F) =<

, atribuindo valores de

Para uma funcéao

temos a seguinte representacéo gréfica:
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Figura 12: Atribuindo valores negativos e positivos

Fonte: Autores (2020).

C
flx) = -

Este conjunto de curvas dada pela fungéo , variando o valor de c, ndo
se tocam, logo esta func¢ao forma uma familia de curvas.

fx) =vVx?—k

Uma outra familia de curva é dada pela funcao: , variando o
valor de temos uma familia de curvas, onde graficamente é representada da seguinte

forma:
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Figura 13: Variacéo de K.
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Fonte: Autores (2020).

Steward (2006, p. 601) define em resumo que uma familia de curvas sao: “Todas as
curvas de uma funcdo, onde a variacdo de uma determinada constante ira criar

infinitas curvas de modo que elas nunca irdo se tocar”.

Como as curvas da figura 13 ndo se interceptam, entdo sao uma familia de curvas.
FAMILIAS ORTOGONAIS

Plotando nos graficos duas familias de curvas teremos pontos de interseccao destas

duas familias.

"Se a reta tangente no ponto de interseccao das duas familias formarem um angulo
de noventa graus, entdo as duas familias de curvas sédo ortogonais” (STEWARD,
2006, p. 601).
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Em um exemplo de familias ortogonais temos essas duas func¢des dadas:

Foo =
gx) =+vVx?—k

iy

, com “c” e “k” sendo constantes.

Estas duas func¢des séo representadas graficamente da seguinte forma:

Figura 14: C e K constantes

s Ay,
ST

Fonte: Autores (2020).
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A funcédo f(x) é representado na imagem acima na cor azul e a fungcdo g(x)
representada pela cor vermelha. Estas familias se interceptam em varios pontos como

mostra a figura:

Figura 15: Familias de curvas

Fonte: Autores (2020).

Vamos tomar um Unico ponto qualquer de interseccéo das duas familias e fazemos a
tangente da funcao f(x) e a tangente da funcéo g(x) no ponto de intersec¢cdo. Como

mostra a figura:
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R

Veja que o angulo formado pelas duas tangentes é de noventa graus, logo estas duas

.. \

Fonte: Autores (2020).

familias sdo ortogonais. Demonstrando matematicamente temos que o produto dos
coeficientes angulares de duas retas ortogonais € igual a menos um, da geometria

analitica temos que,

my Xmy, = —1

Tomando mz coeficiente angular de f(x) e m2 coeficiente de angular de g(x). E como a

derivacdo de uma funcéao se define pelo coeficiente angular, temos que:
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df(x) R — dg(x)

T."ll — 2 — x

Manipulando f(x) e g(x), temos:

xXy=c—f(x)
{xz—yzzkﬁg(ﬂr:)

Derivando implicitamente F(x), temos:

(d (xy = c))/dx

ydx xdy
dx * dx =0
xdy
dx -7
dy _ ¥
dx X

Derivando implicitamente G(x), temos:

d(x?2 — y?2 k)
o
dy
Z2x — 2 = 0
* Yidx
dy
= —2
ydx x
dy x
dx vy
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Fazendo o produto das duas derivadas temos:

Concluindo que as familias de curvas f(x) e g(x) sdo ortogonais, pois o produto de

seus coeficientes angulares vale menos um.
APLICACAO DE TRAJETORIAS ORTOGONAIS

Segue o seguinte problema envolvendo trajetorias ortogonais: “Uma particula que
procura calor esta localizada no ponto (1,1) de uma placa lisa de metal, cuja
temperatura € uma constante k ao longo da curva k = 10 - 8x? - 2y?. Determine a
trajetéria da particula, caso ela se movimente sempre na direcdo do aumento da

temperatura. ”

Solucdo: Para encontrar a trajetéria da particula devemos ter a familia de curvas
ortogonais em relagéo a curva k. Para isso, primeiramente devemos encontrar a reta

tangente a curva k.

Derivando,
k =10 — 8x% — 2y?, temos:

0 = —16x - 4yy’

4yy’ = —16x
, 4x
y = ——
y
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Essa solucéo geral desta equacédo € a familia de trajetérias ortogonais. Ja a equacgao

dos circulos com centro na origem é representada como:
2 2 __
x“+yc=4

Esse parametro C podemos colocar qualquer valor desde que seja positivo, onde

podemos encontrar uma familia de circulos, e obtemos isso pela derivagdo implicita.

2xdx + 2ydy =
2ydy = —2xdx
dy  2x
dx 2y
dy  x
dx y
dy —1,73
dx 1,01
dy
— =-1,7128
dx

y— Yo = m (x- xo)
yv- 1,01 = —1,7128 (x - 1,73) — Reta tangente a curva x2 + y2 = 4
M1 = M2 = —1

1
M2 = ——
—1,7128
M2 = 1
-~ 1,7128
101 = —— ~ 173
y- b 17128~ - L73)
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Figura 17: Representacédo da equacgao acima

\4 Reta tangente a curva de nivel.
3 B
Curva de nivel.
a=90"
1
-1 a 3
-1
Fonte: Autores (2020).
1
y = x4
As curvas de niveis e a fungéo representando a trajetéria da particula.

k = 10- 8x?% - 2y?
2y? = 10- 8x% -k

, 10-8x*—k
}J —
2
_. 10 — 8x% —k
Yo 2
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Figura 18: Curva de nivel

Fonte: Autores (2020).

CASO DE ESTUDO: TRAJETORIA DE UM MISSIL GUIADO POR
CALOR

Os misseis que “seguem” avides funcionam com um sensor de calor, que o faz seguir
0 que o sensor apontar como “objeto quente”. Por isso os avides de guerras podem

soltar pequenas bolas de fogo para os lados, para confundir esses misseis.

Inicialmente, tomemos um ponto A qualquer sendo o missil teleguiado e um ponto B

sendo o avido.

Como o missil encontra o aviao?
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De maneira simplificada, o motor do avido gera um aumento de temperatura ao se
deslocar, com isso deixa ao seu redor rastro que forma curva onde a temperatura é
sempre constante e a temperatura diminuem conforme o avido se afasta. De forma
analoga o missil estd ao longo de uma curva que a temperatura também é

constante. De acordo com Cordeiro (2014),

Um missil € um conjunto de explosivos embutidos em um veiculo
motorizado e controlavel. O primeiro modelo usado em larga escala foi 0
V-1 da Alemanha nazista. Mas foi durante a guerra fria que eles se
popularizaram. Chegaram as décadas de 80 e 90 como armas mais
importantes, por causa da relativa precisdo com que podiam acertar um
alvo especifico a milhares de quildmetros (CORDEIRO, 2014).
Para descobrirmos a trajetéria que esse missil fara para encontrar o avido, precisamos
fazer umas verificacbes: Primeiro o missil sempre procura uma regido de maior
aumento de temperatura, e isso acontece quando ele estid perpendicularmente a
aquela curva de temperatura constante. O que nos remete a ideia de derivadas
parciais. O motor de um avido gera um certo calor ao seu redor, aumentando a

temperatura ao seu redor € constante, e vai diminuindo conforme a distancia.

Considerando a curva do missil como sendo uma curva de nivel da funcéo
temperatura, tragamos a tangente a curva de nivel e de maneira perpendicular temos

o vetor gradiente (ele é ortogonal a curva de nivel) que o contém.

Segundo Fernandes (2011), precisamos encontrar a trajetéria do missil a partir da
construcdo da trajetdria ortogonal aquelas curvas de temperatura constante e por isso
se chama trajetérias ortogonais, onde se consegue uma familia de curvas que procura

um caminho que seja todo ortogonal a aquelas curvas dadas no inicio.
Qual a trajetoria 0 missil segue para atingir o aviao?

O missil sempre procura a regido de maior aumento de temperatura e a regido de
maior aumento de temperatura acontece quando o missil esta na perpendicular a
aquela curva de temperatura constante. Tomamos a curva no qual o missil se
encontra, como sendo uma curva de nivel da funcdo temperatura, tracando uma
tangente a essa curva de nivel e assim perpendicularmente teremos um vetor
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gradiente, sendo esse ortogonal a curva de nivel que o contém e além disso, 0

gradiente aponta na direcdo de maior aumento de temperatura.

Assim, o missil se desloca do ponto B até o ponto C, sendo essa outra curva de nivel
de temperatura, e repetimos o processo, estando na curva de nivel C, o gradiente
aponta para a direcdo de maior aumento de temperatura, tragcando uma tangente a
curva de nivel, formando entdo um angulo de 90° e assim repete-se 0 processo nas

curvas D e E até o ponto onde o missil atinge o aviéo.

Figura 19. da demonstrag&o acima

Reta tangente a curva de nivel.

Curva de nivel.

Fonte: Autores (2020).

Assim, conseguimos encontrar a trajetéria do missil a partir da construcdo de toda
uma trajetoria que seja ortogonal aquelas curvas de temperaturas constantes. Onde
temos uma familia de curvas e estamos procurando um caminho que seja todo

ortogonal aquelas curvas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Pretende-se com este artigo, ampliar o ambito de visdo relacionado as trajetorias
ortogonais por meio de exemplificacdes, esbogos e célculos; assim a partir do texto

abrir possibilidades para novas discussdes envolvendo as trajetorias ortogonais.

Como pode-se perceber as trajetérias ortogonais esta presente na fisica quando
analisamos um movimento de uma determinada particula se movimentando em
direcao ao aumento de temperatura. Torna-se importante encontrar a familia ortogonal
de curvas para resolver tal problema, uma vez que curvas ortogonais quando se
interceptam em um ponto suas retas tangentes formam um angulo reto, em que o

produto dos seus coeficientes angulares resulta em -1.

Apés a construcdo de toda uma trajetoria que fosse toda ortogonal as curvas de
temperatura liberado pelo avido, encontramos assim, o caminho percorrido pelo missil

para atingir o aviéo.
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