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RESUMO

O artigo mostra a inconsisténcia de se ter, na mesma reta, irracionais e racionais,
partindo do fato da incomensurabilidade de um sistema de medidas em relacéo ao

outro.

Palavras-Chave: Reta real.
1. INTRODUCAO

O presente artigo tem o objetivo de rever a afirmacdo de que, na mesma reta,
podemos ter inteiros, racionais e irracionais, isto €, rever a afirmacéo de que existe a

reta real.

Isto sera feito a luz do que se conhece da teoria de conjuntos numericos.
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1.1 A RETA REAL: NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS NA
MESMA RETA

Alguns autores, por exemplo, lezzi e Murakami (1991), em Fundamentos da
Matemética Elementar, e Bianchini (1996), afirmam que os inteiros e racionais sao
insuficientes para preencher a reta, necessitando, por isso, dos nimeros irracionais
para preenché-la completamente. Outros, embora nao explicitem tal afirmagéo, como,
por exemplo, Lima (1978) e Silveira e Marques (1996), desenvolvem esse topico

baseando-se em tal afirmag&o.

No presente artigo, mostraremos a impossibilidade de termos racionais (inteiros e

racionais) e irracionais na mesma reta.

Sabemos que numeros racionais sao fragées de numeros inteiros. Isto significa que
gualquer parte de um inteiro € um numero racional. Se olharmos a reta numerada, por
exemplo, onde nameros séo identificados com segmentos e pontos com extremidade
de segmentos, podemos afirmar que qualquer ponto entre zero e um, sendo uma
divisdo do inteiro um, constitui um namero racional; qualquer ponto da divisdo de um

inteiro contido na reta numerada corresponde a um numero racional.

5+2 +2
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Sabemos, também, que um nuamero irracional € aquele que ndo pode ser escrito na
forma de fracéo, isto €, um namero irracional ndo corresponde a um numero racional,

nao pode ser expresso como a relacdo entre dois inteiros.

Sabemos que, também pelo que foi dito acima, ndo existe um padrdo de medida
gue seja comum aos numeros racionais e irracionais, isto €, um submultiplo que

consiga medir um nimero racional e um namero irracional.
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Com base no exposto, e lembrando que medir um segmento com a reta numerada
significa localizar na reta um ponto que corresponda ao ponto que é extremidade do
segmento, podemos concluir que ndo é possivel situar os numeros racionais e
irracionais na mesma reta, pois, fazendo isso, estariamos admitindo que existe um
mesmo padrdo de medida para ambos e que, sendo assim, seria possivel medir
nameros irracionais com a reta numerada com inteiros e racionais (que sabemos nao

ser possivel).

Com isso queremos dizer, por exemplo, que ndo existe nimero irracional entre zero e

um, ou entre zero e dois, etc.

O que existe entre zero e um inteiro qualquer € uma subdivisdo, uma fracédo, daquele

inteiro e, portanto, um numero racional.

Se disséssemos, por exemplo, que raiz quadrada de dois (cujo valor pode ser
aproximado por um racional localizado entre um e dois) esta localizada entre um e
dois, nés teriamos que afirmar que ela € um namero racional, pois, seria uma fracao
de dois (enfatizando: identificando niumeros como segmentos de reta e pontos de
extremidades desses segmentos, todos 0s pontos entre zero e um numero inteiro

gualquer sao fracdes daquele inteiro, isto €, s&o numeros racionais).

Sabemos que todo numero irracional pode ser aproximado, tanto quanto quisermos,
por um namero racional. Entdo, quando dizemos que a raiz quadrada de dois tem um
valor entre um e dois, queremos dizer que esse valor € aproximado, isto €, que temos
nameros racionais entre um e dois cujo valor se aproxima do valor da raiz quadrada
de dois, mas nunca teremos, nesse intervalo, o valor exato da raiz quadrada de dois,

pois ela ndo é um numero racional.

O numero raiz quadrada de dois ndo € um numero de uma dimensdao, ele € um
numero de duas dimensdes, isto é, de duas coordenadas, pois sé ocorre no plano (é

0 numero correspondente as coordenadas (1,1), de um eixo de coordenadas X0Y).
Se usassemos um sistema de medidas cuja unidade padrao fosse raiz quadrada de
dois, com esse sistema nao conseguiriamos medir com exatiddo os numeros inteiros
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e 0s racionais (simplesmente porque suas extremidades nao estariam nele) e, da
mesma forma, se usassemos um sistema de medidas cuja unidade padrdo fosse um
inteiro, como na reta numerada, com ele ndo conseguiriamos medir, com exatiddo, a
raiz quadrada de dois (simplesmente porque sua extremidade ndo estaria 1a). Se

optamos por um dos sistemas, perdemos o outro.

Um exemplo ilustrativo do exposto acima é o fato da diagonal de um quadrado ser
incomensuravel com a medida de seu lado, isto é, se criarmos um sistema de
medidas utilizando-se a medida do lado de um quadrado como unidade padrao desse

sistema, ndo conseguiremos medir sua diagonal com esse sistema de medidas.

Alguns argumentam que, com um compasso, podemos projetar com exatiddo, o
segmento de medida correspondente a V2 na reta numerada com os inteiros e

racionais (grafico abaixo).

]

1

‘ |
|

Isso ndo é verdade, pois, com essa mesma abertura do compasso, que

corresponde ao sistema de medidas com padrédo de unidade igual a raiz quadrada de

dois, ndo conseguimos medir, com exatiddo, nenhum numero inteiro nem

racional, e se conseguissemos medi-los eles seriam nameros irracionais, uma vez

gue uma fracdo de um namero irracional, isto €, um irracional dividido por um nimero

inteiro, € sempre um numero irracional.

Assim, o 1 (um), se estivesse localizado entre zero e \2 , seria uma fracdo de \2 e,

portanto, um numero irracional.
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Explicando melhor: para numerarmos a reta com 0s nameros 1, 2, 3, etc. utilizamos
um compasso com uma abertura que convencionamos chamar de unidade padréo,
equivalente ao segmento de valor unitario 1 (um); com centro em zero, marcamos 0
1, com centro em 1, marcamos o humero 2, com centro em 2, marcamos o humero 3,
e assim sucessivamente fomos numerando a reta com os inteiros; obtida a V2 no eixo
coordenado X0Y, para medi-la, isto €, para medir o segmento correspondente a ela,
tivemos que alterar a abertura do compasso que foi utilizada para numerar a reta
com os inteiros aumentando-a até atingir a extremidade do segmento correspondente
a V2 ; ao fazermos isso, mudamos de padrdo, isto &, saimos do padr&o unitario 1,
utilizado para numerar a reta com inteiros, e fomos para o padrdo V2, isto &, com essa
nova abertura do compasso poderiamos numerar uma reta com V2 , 2v2 , 32 etc (a
cada abertura do compasso corresponde uma unidade de medida, isto €, um
padrdo de medida); sabemos que, com a reta numerada, isto €, com o padréo de
medida utilizado para numerar a reta com inteiros e, claro, com racionais, nao
conseguimos medir o segmento correspondente a V2 e, reciprocamente, com uma
reta numerada com o padrdo V2 , ndo conseguimos medir os ndmeros 1, 2, 3, etc,
nem suas fracdes, isto €, esses dois padrbes de medida sdo incomensuraveis, um
nao consegue medir o outro, um nédo pode ser convertido no outro; sendo assim,
nao podem coexistir na mesma reta. Entdo, neste exemplo especifico, ou temos na
reta os nimeros inteiros e suas fragdes, ou os irracionais com padrdo V2 e suas
fracOes, que sdo, também, irracionais, mas nunca os dois. Dessa forma, quando
projetamos o segmento V2 na reta “aparentemente” numerada com os inteiros e os
racionais, isto é, quando mudamos do padrdo unitario (um) para o padrio V2, os
segmentos de medidas 1, 2, 3, etc. e suas fragfes, que ainda parecem estar nareta,
simplesmente desapareceram dessa reta, ndo estdo mais na reta, pois nao
conseguimos medi-los com este novo padrao irracional; se conseguissemos medi-los,
eles seriam fragdes de \2 , 2V2 , etc, todos nimeros irracionais e, portanto, seriam

ndmeros irracionais.

Se usamos um sistema de medidas com padrdo de unidade de medida um
ndamero irracional, com o mesmo sistema ndo conseguimos medir numeros

inteiros nem racionais.
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N&o podemos ter na mesma reta segmentos que sao incomensuraveis, um em relagédo
ao outro, isto é, dois sistemas de medidas, um para numero racional e outro para

namero irracional (se utilizamos um sistema, perdemos o outro).

Resumindo: os numeros irracionais representam medidas de segmentos que
sdo incomensuraveis com segmentos de medida correspondente a numeros

racionais.

Usando a nomenclatura decorrente da explicacdo acima, somente a titulo de exemplo,
a funcédo de Q em Q, definida por y=x, fornece a reta com padrao raiz quadrada de
dois, isto é, & coordenada (1,1) corresponde a raiz quadrada de dois (V2 ); a
coordenada (2,2) corresponde a dois raiz quadrada de dois (2V2) e assim por diante,

na mesma reta (grafico abaixo):

| )

Y

- 1 2 X

'
s = e

A analise que fizemos acima se utilizou de apenas um namero irracional, isto €, o
ndmero irracional V2 , mas podemos generalizar o que foi dito para todo e qualquer
namero irracional, uma vez que nenhum deles pode ser expresso como razao entre

dois inteiros e, portanto, ndo podem figurar na reta numerada com inteiros e racionais.
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Concluimos, entdo, que todos os nameros irracionais estédo fora daretanumerada

com inteiros e racionais.

Logo ndo existe a reta real (constituida de numeros racionais e irracionais, na

mesma reta), isto é, na reta numerada s existem o0s inteiros e os racionais.

Ressaltamos que nado se esta questionando nada sobre a existénciados nameros
reais (resultado da unido dos racionais (incluindo os inteiros) com os irracionais), mas
apenas afirmando a impossibilidade de sua representacdo na reta numerada

(irracionais ndo podem estar junto com racionais na mesma reta).
2. CONCLUSAO

No exposto mostramos a impossibilidade de existéncia da reta real.

A tese se baseou na prépria teoria ja estabelecida, ndo se tendo utilizado de nada de

estranho a mesma para justifica-la.

Relatamos esta observacdo na intencdo de corrigir topico tdo fundamental na

matematica.

Os resultados decorrentes da presente conclusdo devem ser reavaliados.
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