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RESUMO

Um dos sistemas construtivos mais usado no Brasil € o concreto armado.
Normalmente, as estruturas sao constituidas por lajes, vigas, pilares e fundacéo.
Todos esses elementos devem ser dimensionados e verificados a fim de resistir todos
os esforcos solicitantes. No dimensionamento, especificamente nas vigas e lajes, sao
feitas varias verificacdes. Uma das verificacbes, exigida pela norma vigente, € a
posicdo da linha neutra. Essa linha neutra separa a regido comprimida da regido
tracionada de um elemento submetido a flexdo. Este estudo apresentou, de forma
didatica, o calculo dessa linha neutra e as equac¢fes deduzidas para facilitar o trabalho
dos profissionais de engenharia civil. Ao longo do texto, € exposto o passo a passo do
célculo para vigas com diversos tipos de sec¢des transversais: retangular, |, T e
trapezoidal. Todos os calculos aplicaveis a vigas de concreto armado. Cada tipo de

secao transversal resultou em equacdes diferentes. Normalmente, chega-se a
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equagdes do segundo grau para se¢des geometricamente retangulares e do terceiro

grau para secdes com partes triangulares.

Palavras-Chave: linha neutra, concreto, estruturas, flexao, vigas.
1. INTRODUCAO

Uma andlise bem detalhada dos elementos estruturais é de grande importancia para
garantir a seguranca das edificagdes. As normas da Associacao Brasileira de Normas
Técnicas (ABNT) amparam, de forma ampla, o dimensionamento de estruturas na
construcao civil, em especial, a NRB 6118 (ABNT, 2014) que trata das estruturas de
concreto armado. Nessa norma estdo previstas varias verificacdes, uma delas é a
posi¢cdo da linha neutra em vigas. A linha neutra é compreendida como um plano que
separa duas regides — a comprimida e a tracionada — num mesmo elemento quando
submetido a flexdo. Além das verificacfes especificadas nessa norma, a posi¢cao da
linha neutra, em relac&o a fibra mais comprimida, € necessaria para calcular a area
de aco de tracdo da viga. Esse breve estudo tem a finalidade de demonstrar o
desenvolvimento das equacdes desse parametro, nos elementos estruturais

submetidos a flexdo simples.

2. DESENVOLVIMENTO

2.1 LINHA NEUTRA EM VIGA DE SECAO TRANSVERSAL
QUALQUER.

A linha neutra, em um elemento sob flexdo simples, separa a regido comprimida da
regido tracionada. A Figura 1 exemplifica essas regibes em uma viga com
carregamento uniforme. Nesse caso, todas as cargas transversais produzem um

momento fletor que determina a posicao dessa linha.
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Figura 1 — Linha neutra em viga.

—» <4 regido comprimida X
.
linha — v ;
CE Ty

Fonte: propria

Nesses elementos, linha neutra é obtida em funcdo do momento fletor na secéo
transversal. Fazendo o equilibrio desse momento, em relacéo a regido comprimida e
ao aco tracionado, obtém-se a equacéo inicial do problema. Algumas observacgdes
previstas na NBR 6118 (ABNT, 2014) devem ser consideradas; a tensdo efetiva na

compressao do concreto é uma delas.

A tensao de pico do concreto, em acordo com o item 8.2.10 da NBR 6118 (ABNT,
2014), é 85% da tensdo de calculo. Essa consideracdo normativa visa garantir a

seguranca da regido comprimida do elemento.

A posicao de célculo da linha é considerada em 80% da real. Esse modelo de calculo
€ adotado para garantir, de forma homogénea, uma distribuicdo da tensdo de
compressédo, conforme apresentado por Carvalho e Filho (2007). O esquema para
demonstracdo dessa consideracdo esta exposto na Figura 2, onde o grafico de tensao

real do concreto é substituido por outro equivalente, porém, de forma retangular.
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Figura 2 — Linha neutra numa sec¢ao qualquer.

diagrama real de tensdo de compressdo
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Fonte: propria

Os calculos sao baseados no equilibrio de momento fletor da regido comprimida do
concreto e da tragcdo do agco na secédo transversal da viga. Conforme a Figura 2,
podemos calcular a forca na regido comprimida (Rcc) em funcdo da tenséo e éarea.

- Forga
Tensdo = e

R, = D-szad " Ace {1)

rea

Onde

Rcc: forca de reacdo da regidao comprimida;

fca: tensdo de resisténcia de calculo do concreto;
Acc: &rea de concreto sob compressao.

A forca de reacao da regido comprimida é concentrada no centro de gravidade da area
de concreto sob compressao. A distancia (Xcg) desse centro de gravidade até a face

mais comprimida da viga pode ser calculado com as seguintes equacdes:

e Para um contorno da sec¢ao transversal definido por uma fungao f(x) num

intervalo de “a” até “b”.
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Xeg
o Para uma secéo transversal definida por figuras geometricamente conhecidas.

F A
Yoo = T )

Onde
Ai: area das figuras geometricamente conhecidas;
ri: distncia do centro de gravidade de cada A a face mais comprimida.

O momento fletor (M) na secao transversal analisada é o produto da forca de reacéo
da regido comprimida (Rc) pela distancia (r) do centro de gravidade da éarea

comprimida até a barra de aco tracionada, conforme pode ser visto na Figura 2.

Momente = Forca - brace de alavanca
M=R,-r
Onde:r =d — x4
Logo temos:

M=085 f; A, (d—x,) (4)

Fazendo as manipulacdes algébricas da equacgéo acima, chega-se a fun¢des de graus
diversos que variam de acordo com a secéo transversal da viga. Normalmente, tem-
se o grau 2 para secdes retangulares. Uma das raizes dessas fun¢des € a posicao da

linha neutra no elemento estrutural.
2.2 LINHA NEUTRA EM VIGA RETANGULAR

Com base no modelo apresentado no item 2.1 deste artigo, foi obtida a posicao da
linha neutra para uma viga retangular. A férmula encontrada para esse tipo de sec¢éo
transversal pode ser vista em diversos livros, mas o objetivo aqui € demonstrar a

deducao da mesma.
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A Figura 3 mostra a posi¢ado da linha neutra e o gréfico de tensdo do concreto para
uma viga de secao transversal retangular. O equilibrio de momento é feito, dessa

forma, tem-se a separacao das regides tracionada e comprimida.

Figura 3 — Linha neutra em viga retangular.

- 0=0,85f 4
e\ el-d Rec 0.4x
g T = +—

X A § 0,8x

| fec] | _ M

d I I

LN r = (d-0,4x)
o e} —— — — — — -t -
bw

O equilibrio de momento se da pelo somatério do momento fletor solicitante e pelo
momento gerado pala for¢ca de reacéo da regidao comprimida de concreto. Com isso,

fazendo uso da equacgéo 4, temos a expressao abaixo.

M =085 f,- A, -(d—04x) (5)

A area de concreto da regido comprimida € calculada em func&o do modelo do gréfico

de tensao adotado.

A, =b, -08x (6)

Fazendo a substituicdo da equacdo 6 na equacao 5, temos a expressao final para o

obter a posicéo da linha neutra.
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M = 0,85 'fc'a’ . bw -0,8x - [d — D,4x]
J‘I’:
0.85 f pdd B

= 0,8dx — 0,32x° (7
Note que a equacédo 7 é do 2° grau e suas raizes podem ser facilmente encontradas,
conforme demonstracdo a seguir. A maior raiz dessa equacdo é desprezada, pois,

nao tem sentido fisico para o problema.

0,32x2 — 0,8dx + - 0
. xT- —u, X nac.f . h
G,SS 'fcd ) bw
—(-0,8d) — [(—0,8d)* —4-0,32- (L)
] ' ' ﬂ;BE " f-s‘l!i ) bw
x —_
2-0,32
M
— 2 - - nec.f  .h
0,8d JD,54d 1,28 (0,35 “Jea " bw)
x =
0,64
1,28 M
ﬂ,ﬂd —_ D_,EdJl - ﬂ_'54d2 (ﬂ_85 . fcd - b-w)
x =
0,64
PP 0 (Y Ppm—— ®
022502 Fod by

A posicdo da linha neutra € calculada com o uso da equacao 8, porém, deve-se
observar os limites estabelecidos pela NBR 6118 (ABNT, 2014). Esses limites visam

garantir a seguranca da estrutura.
2.3 LINHA NEUTRA EM VIGA | E VIGA T SEM MISULA

De modo semelhante as se¢des retangulares, encontra-se a linha neutra em outros
tipos de vigas, aplicando o modelo apresentado no item 2.1 acima. Deve-se observar
gue as secOes | e T ndo possuem as mesmas dimensdes ao longo da altura, devido
a isso, devem-se fazer os célculos para duas hipéteses: linha neutra na mesa e linha
neutra na alma. As Figuras 4 e 5 mostram o0s esquemas de todas as consideragdes

feitas nesse tipo de viga.
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Figura 4 — Linha neutra em viga | sem misula.

bf T s =0,85f,,
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g Ad | 0.8x
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Fonte: propria
Figura 5 — Linha neutra em viga T sem misula.
bf a o o=0,85f
t Qj't . . RCC XCQ
f .____________________,.—_.
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LN r
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tw

Fonte: propria

Quando a linha neutra passar na mesa da viga, € valida a equacgdo 8, porém, deve se

substituir o “bw” pelo “bf’, dessa forma temos a equacgéo 9.

x=125d(1- [1-—2 (9)
\ 0.425-d3 foq by
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Quando a linha neutra passar sobre a alma da viga, é feito o mesmo equilibrio de
momento, porém, nessa parte, as mudancas ficam na area de concreto sob
compressédo (Acc) € no seu centro de gravidade. I1sso ocorre devido a geometria da
secao transversal. Usando a equacdo 3, encontra-se a distancia desse centro de

gravidade até a face mais comprimida da viga para esse tipo de secéo.

. = x Apx; _ (Ameza * Xmesa) + (1‘1 comprimida da alma * Tarea comprimida da al ma)
“ E Af (‘qmam] + {‘qcam_urimicia da clma}
t 0.8x —t,
(b,:f 4)+ (:“,(u,sx —t)- (:f + {2—"}))
X =
g (Bets) + (£,(0.8x — t7))

(U,Sbfc‘f")+l:cw(n,sx—r‘,r)-(u-,srfw,uj}
Xeg = Izbfc”+|:cwf_tll.3x—:f}|:|

(10)

A area de concreto comprimida fica conforme a equacao 11.

Ace = (bpte) + (£,(0.8x — £7)) (11)

Fazendo o equilibrio de momento, com uso da equacéo 4, temos a expressao abaixo.

M
085 foa e (7o)
M
[]JSS—'fcd = [Acc]d - [Acc]xcg

085 7 [(bftf]+(t (0,8x — tf})]d

(05bst%) + (6., (0,8x — t¢) - (0,58 + 0,4x) )
(brty) + (5w (08x — 7))

—~ [(bftf} + (tw(08x — tf})] :

M

Sme = dbsty +dt,(08x — t5) — (0,55;t:%) — (£,(08x — t7) - (0,5t + 0,4x))

0,35 fr.':i

M : ,
m = dbff‘f + [].Sdf.“._‘[' - dfutf _ D,Sbfff: - [].4fu-t‘|rx + U.Stu-t‘f‘ - 0,32f“.:r' + 0,4t“.tf-:r
. cd
0,32t,x* — 0,8dt,,x + ——— —dts(by —t,,) + 0,5, (b —£,) =0 (12)
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Observe que a equacao 12 também é do 2° grau. Da mesma forma das secdes
retangulares, a maior raiz dessa equacao é desprezada, pois, hdo tem sentido fisico

para o problema.

M 2
—(—0,8dt,,) — J{—D,adtw}z —4-032- (m — dt(bs — t,, ) + 0,5¢% (b — rw})

X =

2-0,32t,,

0,8dt,, — Jﬂ,mdzrwz —1,28t,, - (DJBSL_M — dt(by — 1) + 0,5¢,2(b; — w})

0,64t,,

X =

D,E4d2tw: 0,35 - f{.d - dtf(bf - t‘ln"-'} + GFEEfz(bf - W})

0,64t,,

D,Bdtw—ﬂ,ﬂdtwjl— 1,28t,, ( M

X =

x=125d[1— {1— dft“ (M” - — dt;(by — t,,) + 0,5t (by — w)) (13)

Para as vigas do tipo T e I, a posicéo da linha neutra (LN) € calculada com o uso das
equacodes 9 e 13, respectivamente, para LN na mesa e LN na alma. Deve-se observar
a espessura da mesa para determinar o limite de transicao entre a mesa e a alma da
viga. Devido aos limites estabelecidos pela NBR 6118 (ABNT, 2014), nao se faz

necessario o calculo da linha neutra na mesa inferior da viga I.
2.4 LINHA NEUTRA EM VIGA | E EM VIGA T COM MISULA NA MESA

Nas estruturas correntes, € comum o0 uso de misula nas vigas do tipo T e |. Esse tipo
de viga pode ser calculado, de forma aproximada, conforme o item anterior. Mas, para
encontrar resultados mais fidedignos, sera apresentado aqui uma maneira de obter a

posi¢cao da linha neutra vigas T e | com misula.

As Figuras 6 e 7 exemplificam, de maneira objetiva, a forma da sec¢éo transversal e

seus graficos de tensdes aproximados para esse tipo de viga.
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Figura 6 — Linha neutra em viga | com misula na mesa.

of @ o o=0,85f.,
@ ® o o ]
tr Ejt ‘Rcc Xeg
Acc 4 ey
c 0.8x ' _M
d =T -
LN r
¢__—
b'f
Fonte: prépria
Figura 7 — Linha neutra em viga T com misula na mesa.
bt a o 0=0,85f.,
tf e \ Rec Xeg
A & T X  oanl <
o < g _— 0,8x v M
d _ [T T = N
LN r
9
oY — —
tw

Fonte: propria

Nesse tipo de viga, ha trés hipdteses. A primeira € o caso da linha neutra passar na
mesa da viga, com isso, é valida a equacédo 9. A segunda ocorre quando a linha neutra
passa sobre a regido com misula. A terceira é o caso da linha neutra na alma da viga,
nesse caso, teremos uma solucdo semelhante a equacédo 13, porém, com alguns
ajustes em funcdo da area de concreto sob compressdo (Ac). Como a primeira

hipotese ja possui uma equacdo definida, iniciaremos neste item a deducdo para a
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segunda hipdétese. Com a aplicacdo da equacdo 3, encontra-se a distancia do
centroide da regido sob compresséo até a face mais comprimida da viga, conforme

Figura 8.

Figura 8 — Centro de gravidade da area comprimida.

bt

e e —_

f
|
Ir""‘-\.
o
|_o::|
| ==
[
+—
I
I
1
[

M= ——————

Fonte: propria

Nesse caso, onde hé regibes triangulares na se¢do transversal, € mais complicada a
deducdo das equacdes. Devido a isso, iniciaremos com o0s calculos das distancias Xxi,

X2 € X3 COm suas respectivas areas geometricas.

O valor de x1 é a distancia do centro de gravidade do retadngulo da regido com misula

até a face superior da viga, conforme a Figura 8.

0.8x—t ﬂ.8x+rjr
-+ X3 = >

X, =t + (14)

O valor de x2 é a distancia do centro de gravidade dos triangulos a face superior da

viga, conforme a Figura 8.

08—t 0,842t
Sl AN Xs = T (15)

3

x2=tf+
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O valor de x3 é a distancia do centro de gravidade do retangulo, referente & mesa, até

a face superior da viga, conforme a Figura 8.
i
X3 = — (16)
Célculo da area 1 (A1) referente ao retangulo de xi.
Onde, por semelhanca de tridngulo, “b” é igual a:

0,4 0,5
b=05(b —t,)— T(bf —t,)x +T(bf —t )t

-0,64 J.Entf

b Ay =222 (b — )27 + [ (b — £,) + 08D x — [by + L (b — 1) |t (D)

Célculo da area 2 (A>) referente aos dois triangulos de x..

Az =a- (D,SI - t_f)

Onde, por semelhancga de tridngulo, “a” é igual a:
0,4
C
f Ay =222 (b — 1 )% =22 (b — )2 + L (b — 1) (18)

Célculo da area 3 (As) referente ao retangulo de xs.
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Com as equacdes de A1, Az, As, X1, X2 € X3, € possivel calcular o centro de gravidade

da area de concreto comprimida, substituindo-as na equacao 3.

v = B Ajx; X = Ajacg +Aazxatdgag
cq T A g A, +Az+4g

(20)

Fazendo o equilibrio de momento, com uso da equacgéo 4, temos a expressao abaixo.

Ayxy + Axxz + Azx
MZUIEE'}FM'{A1+A2+33]'(:[— 171 27z 3 3)

A+ A, + 4,

m ={A4; +4; + A5}d — [A;x;] — [A:x5] — [A3x3]

M —0.64
S TSN LTI B T W

0,32 . 08t
_{bf_ -]'f'——f{i{r— u]'f+—{bf ty) + b teld —

[( 0.64 (B — ty )x® + ﬁ (B — ) + u.sbf] x— [bf + ?f{bf _ t“_}] tf) . (ﬂ,B.rz+ ff)] B

[(E{f{r— t )x® — u'itf{bf—fw}- UrE:f:'[bf—fw})'(—Gra:r;_ztf]]—[{bf'tf}'(%]]

[%] x3 _ I:D.Ezdl:bf_rw:l + n.zzrf(:f—r“.] + Dlazbf] xz +

[ﬂ.arfd(bf—rw] + 0.8db ]x B [D,Etf3d|:bf—t“.:| D5 (byty) L ]
c R c 3c 0,85 f cd

=0 QD

Com a equacéo 21, pode-se calcular a posi¢cao da linha neutra na regido com misula.
Note que essa equacdao € do 3° grau, com isso, se encontra trés raizes. Uma dessas
raizes, normalmente a menor, € a posi¢ao da linha neutra, as outras duas nao terdo

sentido fisico, por isso, devem ser desconsideradas.

Seguindo 0 mesmo procedimento, encontra-se a posicao da LN para a terceira
hipotese. Aplicando a equagdo 3, podemos encontrar a distancia do centro de
gravidade da area sob compressao até a face mais comprimida da viga. As medidas
de cada dimensao, para aplicacdo das equacdes pertinentes, estdo dispostas da
Figura 9.
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Figura 9 — Centro de gravidade da area comprimida.

bt

(0,8x-tr- c)

Fonte: prépria

A fim de facilitar as manipulac¢des algébricas, iniciou-se aqui a obten¢do das distancias
X1, X2 € X3 € suas respectivas areas geométricas. O valor de x; é a distancia do centro

de gravidade do retangulo com hachura na alma até a face superior da viga.

0.8x—ty

.Tj_ = tf + — Il = ﬂ.4-x + ﬂ.st}r (22:'

&

O valor de x. é a distancia do centro de gravidade dos triangulos até a face superior
da viga, conforme visto na Figura 9.

Xy = tf +§ (23)

O valor de x3 é a distancia do centro de gravidade do retangulo, referente & mesa, até

a face superior da viga.

xs =2 (24)
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Célculo da area 1 (A1) referente ao retangulo de xi.

A =t,-(08x—t;) - A =08t,x —t,t, (25)

Célculo da area 2 (A2) referente aos dois triangulos de Xo.

A, =c- (%) - A, = 0,5ch, — 0,5ct,, (26)

Célculo da area 3 (As) referente ao retangulo de xa.

Célculo do centro de gravidade da area de concreto comprimida a face superior da

viga.

_ T Ajx; . = Ajxy +Aaxatdgag {28)
cq T A g A +Az+4s

=

Com o equilibrio de momento na sec¢éo transversal da viga, usando a equacao 4,

temos a expressao abaixo.

Apxy + Azxz + Azxa)

M=085 fa (A +4;,+A4 -(d—
fcd {J. 2 3] A1+Az+:‘-13

m ={A; + 45 + Az} — [A1x1] — [A2x2] — [A3x5]

M
085 fie

~[(0,88,x — tyty) - (0,4x +0,5¢7)] - [(0.5¢hy —0,5¢t,) - (¢ + 5|

=[(bg - tf) - (0.5t )]

={0,8t,,x — t,ty + 0,5¢chs — 0,5¢ct,, + by - teld

= [0,32¢,]x* — [0,8d¢,]x — [(0,5¢; — d — 0,5¢) (., tr — bst;) +

+(0.5¢d =25 (b, ~ 1) -

=0 (29)

0,85 Frg
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Resolvendo a equagéo 29, encontram-se suas duas raizes. A menor delas é a posi¢ao

da linha neutra na viga. A maior raiz deve ser desconsiderada para esse problema.

[0,32t,]x* — [0,8dt,]Jx+C =10

0,5¢° M

)6~z

_ —(-08dt,) — /(0,8dt,,)? — 4(0,32t,)C
B 2(0,32t,,)

c=—|(0,5t —d —0,5¢)(twty — bets) + ( :

_ 2c
x = 1,25&( 1—— rw) (30)
Para essa forma de viga, tipo T e | com misula, a posicdo da linha neutra (LN) é obtida
pelas equagbes 9, 21 e 30, respectivamente, para LN na mesa, LN na regido com
misula e LN na alma. Da mesma forma que foi exposto no item 2.3, deve-se observar
os limites estabelecidos pela NBR 6118 (ABNT, 2014).

2.5 LINHA NEUTRA EM VIGA TRAPEZOIDAL

Esse € um tipo de viga pouco usado, mas ha algumas aplica¢cbes de acordo com a
necessidade do projeto. Como pdde ser observado ao longo deste estudo, a obtencéo
da posicdo da linha neutra é feita pelo equilibrio de momento na secéo transversal. O
modelo apresentado aqui esta conforme a Figura 10, ou seja, ndo é valido para base

maior na parte inferior.

Figura 10 — Linha neutra em viga trapezoidal.

o=0,85f,,

Ree Xeg
-

Fonte: prépria
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Figura 11 — Centro de gravidade da area comprimida.
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Fonte: prépria

Para esse tipo de viga, em que ha regides triangulares na secdo transversal, a
equacado para determinar a linha neutra € semelhante a viga T e | com misula. O

calculo é iniciado com as distancias x1 € X2 com suas respectivas areas geometricas.

O valor de x; é a distancia do centro de gravidade do retangulo com hachura a face

superior da viga, conforme indicado na Figura 11.

x, =$ - x, = 0,4x (31)

O valor de x2 é a distancia do centro de gravidade dos triangulos a face superior da

viga, conforme indicado na Figura 11.
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Xy = — (32)

Célculo da area 1 (A1) referente ao retangulo de xi.

Ay =08x-b
Onde, por semelhanca de triangulo e de forma aproximada, b’ é igual a:

. 0,8x
b :B—T(E—b)

064

«# Ay = —222(B — b)x® + 0,8Bx (33)

Célculo da area 2 (A) referente aos dois triangulos de x.

A; = a-0,8x

Onde, por semelhancga de tridngulo e de forma aproximada, “a” é igual a:

032z

« Ay = 22(B — b)x? (34)

Com as equacbes das areas e as distancias x; acima calculadas, aplicando a

equacdao 3, tem-se o centro de gravidade da area de concreto comprimida.

— E"ali'rl- = _ HApxytdsxe {35)

X X., =
cg A, +4,

°8 ¥4

Do mesmo modo das vigas anteriores, fazendo o equilibrio de momento com a

equacdao 4, temos a seguinte expressao.
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Aixl + fqzxz)

M=085f,-(4, +A4 -(d—
fea " (A1 + 43) R

T R il CEA R L

M _{ 0,64 }
0,85-fg

[(—E{B b +nagx)-(n,4x)]—

G5 @-2)-(5)

M
085 Fed

0,512
. [ (B — b]] [0,64B — 0,32b]x? + [0,8dB]x — =0  (36)
Observe que a equacdo 36 € do 3° grau, com isso, ao resolvé-la, encontra-se trés
raizes. Normalmente, a menor raiz é a solucao do problema. Esse tipo de equacéo
ndo possui uma férmula para resolvé-la, entdo, a melhor maneira é usar algum
software. Ha métodos interativos para solucionar polinbmio com grau maior que dois.

Um desses métodos é o de Gauss-Seidel apresentado por Boldrini et al (1980).
3. CONCLUSAO

Mediante as analises feitas, ficou esclarecida a forma como é calculada a posicao da
linha neutra em vigas submetidas a flexdo. Para outros tipos de sec¢des transversais
em vigas ndo abordadas aqui, pode-se seguir o mesmo modelo de calculo
demonstrado ao longo desse estudo. Ficou notério que quando a sec¢do transversal é
composta de figuras retangulares, chega-se a uma equacdo do 2° grau, ja as que
possuem alguma parte triangular, o problema é resolvido com equacdes do 3° grau.
Para essas equacdes do 3° grau, é necessario adotar algum método matematico para
encontrar as raizes, por exemplo, métodos iterativos, pois ndo ha férmulas para

resolvé-las.
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