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RESUMO

Pretende-se neste artigo abordar aspectos tedricos que norteiam o principio da
Inclusdo-Exclusédo e as Permutacdes Cadticas, além de apresentar formas de como
aplicar tais conhecimentos. Refletindo sobre necessidade humana de contar e
guantificar os elementos de um determinado conjunto, garantindo a continuidade de
algumas acdes e a uma reavaliacdo e redirecionamento de outras. Este texto esta
dividido em trés partes: na primeira € apresentado alguns aspectos conceituais
relativos sobre o Principio da Inclusdo-Exclusdo. Na segunda, tem-se um
detalhamento sobre as Permutacfes Cadticas, com sua dindmica e seus resultados
e, na terceira, € abordado a aplicacdo do Principio da Inclusdo-Exclusdo nas

Olimpiadas Brasileiras de Matemética das Escolas Publicas (OBMEP).
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1. INTRODUCAO

Os métodos de contagem ultimamente ndo tém sido muito bem tratados na educacao
basica e nem no ensino superior, além dos livros didaticos também nado se
aprofundarem mais sobre o assunto, que é frequente no ENEM, OBMEP e até mesmo

em concursos publicos.

Uma pergunta que surge €: Por qué? Muito provavel que pelo fato do assunto exigir
um pouco mais de atencao, de raciocinio cauteloso, visto que se deve analisar caso
a caso e isso para o aluno da educacdo basica ndo é prazeroso, sem falar que muitos
professores demonstram grandes dificuldades ou falta de interesse quando se fala de

combinatoria.

Uma vantagem do ensino dos métodos de contagem é o fato da possibilidade de saber
a quantidade de elementos de um determinado conjunto sem haver a necessidade de
enumera-los. Como por exemplo, se um aluno tivesse que saber quantos nimeros de
trés algarismos todos distintos existem? Uma possibilidade seria enumera-los e
contar, no entanto ndo seria um trabalho rapido e prazeroso. Portanto, se utilizasse
0S métodos de contagem, no caso, o principio multiplicativo, chegaria a resposta de

forma rapida e clara, no caso, numeros.

Além do Principio multiplicativo, a combinatoria possui diversas ferramentas, como as
permutacdes, arranjos, combinacfes e outros métodos alternativos, onde nesse
trabalho sera tratado de dois deles, no caso o Principio da Inclusdo — Exclusao e as

Permutacdes Cadticas.

by

Frente a este contexto, o presente trabalho tem como intuito trazer a tona a
importancia do Principio da Inclusdo — Exclusdo para o desenvolvimento da
matematica discreta, analisando os principais resultados e teoremas associados a
contagem e examinando aplicacdes importantes, como as Permutacdes cadticas, sem

falar que tais estudos podem se estender para estudos probabilisticos.

Com o propdsito descrito acima, este trabalho foi organizado da seguinte maneira. A

segunda secéo é feita a apresentacdo do Principio da Inclusdo — Exclusédo, em sua
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forma mais simples e no decorrer da secdo fazendo suas generalizacdes, até chegar

a sua forma geral, sempre com exemplos de aplica¢des.

Na terceira secao versa sobre as PermutagBes Caodticas, onde se usa o Principio da

Inclusdo — Exclusdo para a sua demonstracdo e segue com algumas aplicacoes.

Na quarta secao, sdo apresentados alguns problemas das Olimpiadas Brasileiras de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), confirmando a importancia e

aplicabilidade do Principio da Inclusdo — Excluséo.

2. METODOLOGIA

2.1 TIPO DE PESQUISA

A descricdo das etapas deste estudo tem como finalidade facilitar a compreensao
sobre 0 processo e a logica de construcdo da pesquisa e, no sentido de mostrar, o
percurso trilhado e as técnicas de pesquisas empregadas para o cumprimento dos

objetivos.

Portanto, a pesquisa apresenta — se como bibliogréfica, pois a mesma apresenta um
levantamento bibliografico do material ja publicado sobre o0 assunto; Nessa fase inclui-
se também a pesquisa pura, com o0 objetivo de satisfazer uma necessidade pelo

conhecimento;

Quanto aos objetivos apresenta — se como exploratéria com abordagem
metodoldgica, classificando-se como qualitativa em funcéo da analise da teoria ser
feita apenas a partir da discussao dos autores tedricos. Nesse sentido, tem o objetivo
de mostrar a importancia do Principio da Inclusao — Exclusdo para o desenvolvimento
da matematica discreta, analisando os principais resultados e teoremas associados a
contagem e examinando aplicacdes importantes, como as Permutacdes cadticas, e

assim, tais estudos podem se estender para estudos probabilisticos.
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2.2 PROCEDIMENTO

No primeiro momento seré feita a escolha da tematica, em seguida havera o
levantamento do material bibliografico para a construgéo do artigo. Apds a andlise do
material, 0 estudo desenvolvido apresenta — se da seguinte forma: Sera iniciado com
0 caso mais simples do principio da Inclusdo — Exclusédo fazendo as extensdes a
medida que o trabalho € desenvolvido para em seguida apresentar uma das principais
aplicacbes, no caso, as PermutagBes Caotica, findando com alguns problemas

olimpicos.
3. O PRINCIPIO DA INCLUSAO - EXCLUSAO

O Principio da Inclusdo — Exclusdo é um modelo que serve para contar a quantidade
de elementos que pertencem a uma unido qualquer de conjuntos nao
necessariamente disjuntos. A saber, o nimero de elementos de um conjunto qualquer
sera representado por . Sendo assim, os resultados aqui discutidos estao relacionados

com as obras [1], [2] e [3].

Definicdo 3.1: Dados dois conjuntos e finitos que ndo possuem elementos comuns, 0
nimero de elementos da unido é exatamente a soma do nidmero de elementos de

cada conjunto, ou seja, se e sao disjuntos, entao:

|AU B| = |A] + |B]

Este principio, apesar de simples, pode ser uma ferramenta importante na resolucéo

de muitos problemas. Vejamos o problema a seguir:

Problema 3.1: Quantos sdo 0s humeros naturais que se escrevem com trés algarismos

distintos?
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Solugdo: Note que ndo sera possivel resolver esse problema de forma direta utilizando
o0 principio multiplicativo, pois para um numero ser par ele deve terminar em ou . Com
iSso, a primeira decisédo a ser tomada deve ser aquela com mais restricbes, no caso,
0 nUmero que vai ocupar a posicdo das unidades, que pode ser tomada de cinco

maneiras, seguindo para a posi¢cao das centenas, que pode ser tomada de quantas

7 X % 5

maneiras? A melhor reposta é: Depende.

Pois, se 0 zero esta na unidade, entdo se tem possibilidades para a centena, por outro
lado, se a unidade néo for o zero, tem-se possiblidades para a centena. Sendo assim,

para resolver o problema, defina os conjuntos disjuntos a seguir:

A =1
Conjunto dos numeros pares com algarismos distintos que terminam com 0.

|B| = _ , . - . .
Conjunto dos nimeros pares com algarismos distintos que n&o terminam com

0.

|A|]=9-8-1=72¢e|B|=8-8-4 =256

Sendo assim, tem-se: "Portanto,

|AuB| = |Al +|B| =72+ 256 =328 _ o
nameros pares com algarismos distintos.

Veja que o principio apresentado, proporcionou a resolucéo do problema de maneira

simples e rapida. A seguir tem-se uma extensao desse principio:

. ;. ~ ~ . .. JI-'h‘j.'*‘.:lkz.l"'lll‘g'ﬂ.l'"'.l-'-a“;l; . i
Principio da Inclusdo-Exclusédo: Dados os conjuntos finitos dois a dois

disjuntos (stoé, A;NA; =0Q,Vi#j),

IUA

i=1

=[A; |+ 1Az + Al + -+ 14,1

tem-se que:
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Problema 3.2: Uma reunido havia certo niumero de pessoas e todos 0s presentes
apertaram as maos entre si. Sabendo que ao todos foram feitos cumprimentos, calcule

0 numero de pessoas presentes a reuniao.

Solucdo: Para resolver o problema, enumere as pessoas com 0S numeros do

)

L ={123, '"'ﬂ}'. Cada aperto de mao associe um par significando

conjunto
gue a pessoa i apertou a mao da pessoa j. Sendo assim, os apertos de méao

envolvendo a pessoa 1 foi:
Al = {(1r2)r (1!3)1 L (1,?’1)}

De modo analogo, os apertos de méo envolvendo a pessoa 2 que ndo envolva a

pessoa 1 é:
A, ={(2,3),(2,4),...,(2,n)}.

E importante destacar que os apertos (1,2) e (2,1) € o mesmo aperto. Dessa maneira,

pode-se definir, de um modo geral:
A, ={(,i+1),0i+2),..,((n)},paral <i<n.

Observe que para , e que todos os apertos aparecem em um dos . Sendo assim,

contém todos os apertos de mao. Logo, pelo principio da inclusdo-excluséo:

n—1)n
— AL+ 1Ag] + [Ag] + -+ Al = (n— 1)+ (n—2)+ -+ 2+1 = %:5& o

=ni-n=132 =@ n?-n—-132=10

- mn, ; mn,
gue resolvendo a equagcdo em , obtém-se ~_ =12.
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A seguir, sera discutida outra extensao do principio, no caso em questédo, 0s conjuntos

agora nao sao necessariamente disjuntos.

Proposicao 3.1: Sejam e dois conjuntos finitos quaisquer. Entéo,

|A1 UAz' = |A1| + |A2| - |A1 ﬂA2|.

A UA, = (A, —A,)UA,, A, —A) A _
Demonstragio: Note que, : ' com (A1~ A2) e - conjuntos

.. . ., . - - A, UA | = |A, — Al +
disjuntos. Aplicando o principio da inclusado-excluséao, tem-se:

A, ) _ . A =(A —A)U(A, NAY),
que sera chamado de (i) . Observe ainda que, (A, —A:) U (A, nA,), , com e

disjuntos. Aplicando o principio da inclusdo — exclusdo novamente, obtém-se:

[Ay ]l =1A; — Al + |A; N A, , . . .o
, que sera chamado de (ii). Dessa maneira, substituindo

(ii) em (i), tem-se que:

|A1 UA2| = |A1| + |A2| - |A1 ﬂA2|.

Como se queria demonstrar.
Problema 3.3: Quantos inteiros entre e sao divisiveis por ou ?
Solucao: Para resolver esse problema, defina os conjuntos:

|Al =1 -~ . o
Conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sao divisiveis por 3;

Bl = : . o
Conjuntos dos inteiros entre 1 e 1000 que séo divisiveis por 7;

O objetivo agora é calcular o nimero de elementos de (A U B) . Com isso,
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|A| = I— = 333; (|i..i] = parte inteira).

IB| = |22 = 142.

Além disso, deve-se determinar quantos elementos sdo comuns a A e B, ou seja, (A N
B) , no caso:

IANB| = [“’”0 = 47.

Segundo a Proposicao 2.1, tem-se:

[ANB| = |A| + [B| — [ANB| = 333 + 142 — 47 = 428.

No corolario a seguir, esta definido o Principio da Incluséo - Excluséo a trés conjuntos

nao necessariamente disjuntos.

AL A EA R . - : ~
Corolario 3.1: Sejam : ® etrés conjuntos finitos quaisquer. Entao,

|A; UA; UAg| = |Ag] + |Az] + [As] — (1A; N Axl + [A; N A+ [A; N A3]) + (JAg N A, NAg)).
Demonstracéo: Pela Proposicao 2.1, tem-se:

[A; VA, UA3| = |A; U (A, UA3)| = [A)] + A, UA3[—JA; N (A, UA3) _
Aplicando

novamente a Proposicao 2.1 tem-se:

|A1 UA, UA3| = |A1| + |A2 UA3| - |(A1 nAz) U (A1 nA3)| =
= |A1| + |A2| + |A3| - |A2 ﬂA3| - (|A1 ﬂA2| + |A1 ﬂA3| - |A1 nA, ﬂA3|) =

= |A1| + |A2| + |A3| - (|A1 ﬂA2| + |A1 ﬂA3| + |A2 ﬂA3|) + (|A1 nA, nASl)'
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A seguir, seréd apresentada a visdo mais geral do Principio da Inclusédo - Excluséo.

Teorema 3.1 (Principio da Inclusdo-Exclusdo / Visdo Geral): Seja Q um

_ ApLAs .. A, _
conjunto, subconjuntos de Q e
So = |95
Sl = }1:1|Ai|;

S; = Ylcicjen|Ai N A} ;

S3 = Erllsi<j<k5n|Ai NA; N Ak| ;
= A1 NA; N ..NA,

2

, C S, . .
Observe que ha ™ parcela em Y parcelas em ~, e assim por diante. Dessa

maneira:

(@ O numero de elementos de que pertencem a exatamente dos

_ ApAg o A, &
conjuntos
n—p
— krk
@y = D (~1)*ChiiSpue
k=0

(b) O nimero de elementos de Q que pertencem a pelo menos P P =™ dos

i ALAL LA E
conjuntos
n—p
— krk
bp - (=1 Cp+k—1sp+k
k=0
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, . AjUA,U-UA, ,
(c) O nimero de elementos do conjunto =~ " ? "é

S+, Spazr e Sn-

Vale salientar que a parte (a), no caso , é devida ao algebrista inglés J. J. Sylvester
(1814-1897), onde é conhecida pelo nome de formula do Crivo. Ja no caso geral, é
devida ao matematico francés Camille Jordan (1858-1922). Ja parte (c) € devida ao
matematico portugués, professor da Escola Naval de Portugal, Daniel Augusto da
Silva (1814-1878).

Demonstracéo:

Caso (a). E perceptivel que, se um determinado elemento de Q pertence a menos do

AL As A . A,

. ~ z a
gue p dos conjuntos , €le ndo sera contado na soma *', logo o que

deve-se provar € que se um determinado elemento de Q pertence a exatamente p dos

. ~ . a .
conjuntos, entdo ele € contado uma vez na soma de 7' e que se pertence a mais do

ApLAsL A . A

. ~ o , [ T
que p conjuntos de n:entdo ndo serd contado na soma *'. Nisto, a soma

ap = (g) Sp ("p 1_ 1) Spi1 T (p El; 2) Spez — -+ (=D"P (n ﬁ p) Sn
Um elemento de Q

AL ALA; LA

que estd em exatamente p dos conjuntos n:é contado uma vez apenas

5

o o ( ) 1=1vez
em e ndo é contado em

SP+L' Sp_'_z_. tea gy S

. Logo, ele é contado vez.

ptjy=0pt+tj=n)

Um elemento de Qque pertence a exatamente dos

P p+j

, p (P31
ApfAz Az An g contado em das parcelas de ©, em P+ 1/qas

conjuntos
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444444

()
Spit. p+2 . . p ,
parcelas de P em das parcelas de , e assim por diante. Dai, o0 nUmero de

u. fr ‘?A

, a,, .
vezes que ele é contado na somade ' é

O3 -CTHG) o (L) 00)=

]

J
+ Ry (P _ (p+kN(p+j)t

_p : 1 (p+jN J!
-p! ;(_1}k'k!(}—k}! p!j! Z(_ " k'U T

S )=

Caso (b). Tem-se que

by=a,+a,.,, +a,++a,, +a, =

n—-u n-p—1
+k +1+k
G VAl (g E P S ] )
k=0 k=0
n— p—
+2+k n—1+k
+ Z (- 1}" P )Sp+ﬂ+k+ +Z( l}k . )SH_L+;{+
k=0 k=0

o

+ kzﬂ(—nk(” ) S

o Spr;0=j=n-—pno2°

Observe que o coeficiente de n membro é
Logo,
n—-p n—p
+j+1 +k-1
Z{ 1y (P j )S*’H:Z{_”k(p k )SPH;-
k=0 k=0
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Caso (c). Tem-se que:
1A, UA, U..UA |_‘U ﬁ‘—b -Z( 1)/ [) Sje1 = 8y — Sy + e+ (118,

Vale ressaltar que de forma analoga, pode-se mostrar a versao probabilistica do
principio da inclusdo-exclusdo. Veja alguns problemas no qual se aplica o principio

acima demonstrado.

Problema 3.4: No colégio Fantastico, foram entrevistados 78 estudantes. Destes, 32
estavam fazendo um curso de francés; 40 um curso de fisica; 30 um curso de
matematica; 23 um curso de historia; 19 francés e fisica; 13 francés e matematica; 15
fisica e matematica; 2 francés e historia; 15 fisica e historia; 14 matematica e historia;
8 francés, fisica e matemética; 8 francés, fisica e historia; 2 francés, matematica e
historia; 6 fisica, matematica e historia e 2 estavam fazendo todos 0s quatro cursos.

Quanto estudantes estavam fazendo pelo menos 1 curso nas 4 areas mencionadas?

Solucdo: Sejam #1#42»A3€4: e os conjuntos dos estudantes que fazem francés,
fisica, matematica e histéria, respectivamente.
Note que |A,| =32: |A,| = 40:|A;] =30e A, =23, logo S, = %5, Al =32+

404+ 430+ 23 =125 = §, =125.

A, NA,| =19 |A, NnA,| =19: A, nA,] =2: |A, nA,| =15 |[A.n A, =
15:[A; N A, = 14,1000 B0 or el NAL [ =194+ 194+ 2415+ 15+ 14 =78,

A, nA-nA; =8 A, nA. nA, =8 A, nA;nA, =2 JA. nA, N A, =6,
1090 S; =Ficiccisalds, NA;, NA |=8+8+2+6=24 & com|A, nA,nAznN

A,| = 2, segue pelo Principio da Inclusao - Exclusdo que

4
‘U A,-‘ —125-78+424—2=69
i=1

Uma aplicacdo do Principio da Inclusdo - Exclusdo € na teoria dos numeros com

relacdo a funcédo , chamada de funcdo de Euler, onde é definido para cada inteiro
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como sendo o numero de inteiros positivos que sdo primos com e ndo superiores a .
Por exemplo, , pois 0s inteiros positivos que ndo superam e Sao primos com Sao e.

Veja a seguir:

- Problema 2.5: Mostre que se a decomposicdo de em fatores primos é n=

pipl ol (o2 e N 3
primos dlStlntOS, entao

p(n) = n(l —i)(l _u_-) (l —;).

Demonstracdo: Defina os conjuntos abaixo

Q= Conjunto dos inteiros positivos menores ou iguais a.

A;
= Conjunto dos elementos de que sdo multiplos de.

Note que é preciso determinar o numero de elementos Q de que s&o primos com n,

Ou seja, 0 numero de elementos que ndo pertence a nenhum dos

ALAL A, LA, p(n)

conjuntos - . Observe que € 0 numero de elementos de Q que

. . Ay Al Ag . A,
pertence a exatamente nenhum, ou seja, Zzero dos COﬂjUﬂtOS

Logo, g(n) = [p.-. 2p;. ....ipi] — A = pl

A& = o 20wy opi} = A0 4] = 2 (2 .
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E assim sucessivamente. Tem-se entao:

5 = LicjlAi n Ay = & i——

Pd pin;

Assim, p(n) = a,.

:n—(jni

n n n
* E) * (PLP: * PP

+ ot

'
0+ k&
o = z(‘”’"( K )5n+k =5 —5+5 — -+ (-1)S,
k=0

)t -1y

Pr—1Pr PiPa - P

=n(1-5)(-35)-(-3)

4. PERMUTACOES CAOQTICAS

Uma das principais aplica¢cdes do Principio da Incluséo - Exclusdo € a permutagéo

cadtica, como serd abordado a seguir. Os resultados desta secéo estéo relacionados

as referéncias [1] e [3].

Definicdo 4.1: Uma permutacdo dos numeros (1,2,3,...n) € dita caodtica (ou

desordenadamente) quando nenhum elemento esta no seu lugar primitivo.

Observe que a permutacéo 4321 de 1234 é uma permutacédo cadtica, no entanto 3241

n&o é, pois 0 2 permanece em sua posi¢ao primitiva.

Vale salientar que as permutacdes caoticas valem para qualquer conjunto de objetos,

ndo necessariamente numeéricos. Sdo utilizados conjuntos numéricos apenas para

efeito de demonstracgao.

Teorema 4.1 (Permutacdes Cadticas): Para n > 1 h& precisamente
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Permutacdes cadticas de

Ay
Demonstracdo: Considere o conjunto Q = {1,2,3,..., n } e defina , = Conjunto das

permutacdes de (1,2,3,...,n) em que o numero i ocupa o i - ésimo lugar, i €{1,2,3,..., n}.

Assim, o objetivo é determinar o numero de elementos do conjunto Q das permutagdes

de (1,2,3,... n) que pertencem a exatamente zero dos conjuntos By Az Agr B

Dessa maneira, tem-se:

5, =10l =n!

5y =Ygl =¥iin— 1) =nln-1)! =nl
n -
5: = T5|'::j£n|-lq~i M ﬂj| = ETgf{jgﬂ{ﬂ — 2}' = (2) (?’t — 2}] — 2_:

n !
3= E]fgf{jcksan nAa;n Ayl = Pleicjerzn(n —3)! = (3) (n—3)1 = %
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Portanto, o numero de elementos de que estdo em exatamente zero dos

conjuntos Au g Az An g
n—0 D k
+
a0 =) (0% (" T 9)Sopn
k=0
= Z(—nsk = 8,—5, +5, — 8, + -+ (—1)"5,
k=0
_ n!  nl n n L L [— J.j
=nl—nl+ -2+ +(-D" == nl E“E"’ = + -t ]

s

Logo, o numero de permutacdes cadticas de (1,2,3,..., n) é

_ 1 1 1 1 (— l}k
D, =n! a_ﬂ+i_§+..+ ] 2 :

D, n! D,
Observacao 4.1: E possivel mostrar que € aproximadamente igual a °~ ou seja,

n!

€ 0 numero inteiro mais proximo de
Veja o problema a segquir:

Problema 4.1: Uma recepcionista recebeu chapéus, mas estes ficaram totalmente
misturados. Decidiu entédo, devolvé-los aos mesmos. Calcular a probabilidade de que

nenhum homem receba o seu.

Solucdo: Vale lembrar que a probabilidade é definida pela razéo entre os casos

favoraveis com os possiveis, sendo assim, tem-se:

O numero de casos favoraveis consiste no numero de permutacdes caolticas
de n objetos (chapéus), pois nenhum dos homens deve ficar com o seu chapéu. Ja o
namero de casos possiveis, consiste em n!(o numero de permutacdes simples dos n

chapéus), logo, a probabilidade é:
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o (- 13""

~t = 0,37.

5. O PRINCIPIO DA INCLUSAO - EXCLUSAO NA OBMEP

Nesta secao serdo apresentados alguns problemas da OBMEP na qual seré utilizada
como “ferramenta” para resolugdo de tais problemas o Principio da Inclusdo —

Excluséo. Os resultados aqui discutidos estdo associados com a referéncia [4].

Problema 5.1 (OBMEP - 2016): No refeitorio da escola Quixajuba, na hora do almoco,
L

130 alunos comeram carne e 150 comeram macarrdo, sendo que ° dos alunos

comeram carne e também macarrao. Além disso, 70 alunos ndo comeram carne nem

macarrdo. Quantos alunos comeram carne, mas nao comeram macarrao?

Solucdo: Seja x o numero de alunos na escola. E defina os conjuntos:

Ay .
= Conjunto dos alunos que comem carne

A
= Conjunto dos alunos que comem macarrao
Sabe-se que A1 =130 e |A;]| =150 e, além disso, 0s que comem carne e macarrao
1, N
_ 8 ! ] |"5‘J. n :'JLS | = Ex )
séo , OU seja, Com isso, temos:

1
x=70+1A,UA;l =70+ IA] +1A;] — 1A, nA;| =70 +130 + 150 — —x &

= —xy=350= x =300

| o=
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300

A —2x=130-2=
Logo, o nimero de alunos que comem apenas carne é 80

alunos.

Problema 5.2 (OBMEP - 2014): Em uma orquestra de cordas, sopro e percussao, 23
pessoas tocam instrumentos de corda, 18 tocam instrumentos de sopro e 12 tocam
instrumentos de percussdo. Nenhum de seus componentes toca os trés tipos de
instrumentos, mas 10 tocam instrumentos de corda e sopro, 6 tocam instrumentos de
corda e percusséao e alguns tocam instrumentos de sopro e percussdao. No minimo,

guantos componentes ha nessa orquestra?
Solucao: Defina os conjuntos:

A
= Conjunto das pessoas que tocam instrumentos de corda

A,
= Conjunto das pessoas que tocam instrumentos de sopro

Ag
= Conjunto das pessoas que tocam instrumentos de percussao

Com isso tem-se:

|A,| =23, ]A,| =18 e|A,| = 12. Aldmdisso, |A, NA, nA,| =0, |A, nA.| = 10,
A, nAz|=6¢el|A.nA;| =y, para algum y € N\{0].

Logo o nimero de componentes da orquestra é:

|A, VA, UA;|=5-5.+5, =
=(Al+ AL+ 1A D — (A n AL+ A, n A + A n AL + A, nA, nAyl =

=(234+18+12)—(104+6+y)+0=37—y
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A.ﬂ
A, nA.|=10e |A, nAg| = 6, . -

Observe que com isso resta apenas 8 pessoas em e

Ag
6 pessoas em , caso contrario teria —se . Logo,

- L A, UA UA =37-6=31
minimo quando y é maximo, ou seja, pessoas.

[A, n A, nAg| = 0. A, UA, UA.| &

CONSIDERACOES FINAIS

Os métodos de contagem proporcionam uma destreza ao quantificar os elementos de
um determinado conjunto, sem precisar enumera-los, sem falar que € Pré-requisito
para o estudo de Probabilidade, que esta presente, tanto na educacao basica, como
em muitos programas de cursos em nivel superior, além de estar frequentemente em

concursos publicos e olimpiadas.

Com este trabalho acredita-se que foi possivel mostrar a importancia do principio da
Inclusdo-Excluséo para o desenvolvimento da matematica discreta, além de ser uma

ferramenta Gtil na resolucdo de problemas olimpicos.

Existem ainda outros métodos de contagem que podem ser bem explorados, com as
permutacdes circulares e caoticas, aqui abordada como consequéncia do Principio da
Inclusdo-Excluséo, o principio da Reflexdo e os Lemas de Kaplansky, além das
contagens duplas. Com isso, o trabalho em questéo é apenas uma porta de entrada

para o estudo dos métodos alternativos de contagem.
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